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Chapitre 1

Classification

Objectifs Donner les connaissances fondamentales sur I'analyse et la commande des systemes
non linéaires en abordant les techniques classiques. Le but est d’avoir une compréhension plus
profonde des hypotheses sous-jacentes a la commande non linéaire, des outils disponibles pour
I’analyse, la synthese et les limites des résultats obtenues.

e Analyse de la stabilité
e Outils pour la commande non linéaire

e Synthese de lois de commande non linéaire



1. DEFINITION 5

1 Définition

Définition

Un systeme est dit Non Linéaire (N.L) si on n’a pas le principe de superpo-
sition, i.e. pour une entrée Y A\;u; on a en sortie y # > \y;.

Pour la commande, les systemes N.L englobent les systemes Linéaires (L), i.e. les systemes
L forment un sous-ensemble identifié au principe de superposition.
Exemple de systemes N.L :

e Equation de Navier-Stokes (Mécanique des fluides)
e Equation de Boltzmann (Cinétique d'un gaz peu dense)

Example: Systéme N.L décrit par des EDO (Equations Différentielles Ordinaires) : le pendule simple
L’équation est donnée par ml.0 = —mg.sin(f) — kl.0 avec k le coefficient de frottement.

On a la représentation d’état avec 6 = x1 et 0 = xo :

x'l = T2
ry = —9Isin(xy) — %:Ul
Remarque: Un systeme a constantes localisées est décrit par des EDO.
Un systeme a constantes réparties est décrit par des EDP (Equations aux Dérivées Partielles).

Remarque: Si la relation entrées-sorties est de classe C*, alors il existe un voisinage, aussi
petit soit-il, sur lequel le comportement est linéaire (DL du 1¢" ordre)
Dans le cours, on considere les systemes N.L ayant pour modele dynamique des EDO.

On peut donc représenter les systemes selon le graphe suivant :

Non linéaire

A constantes
localisées
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2 Passage des EDP vers EDO

Le passage s’effectue par approximation, car le modele obtenu est de dimension infinie.

‘Ty72t qu xy?

La stabilité sera analysée sur 'aspect temporel car on ne peut pas avoir une dimension
spatiale instable.

Poutre flexible: On regarde les différent modes d’excitations, obtenus par la méthode des éléments
finis.
Ceci permet donc de décrire le systeme dans la Base Modale.

3 Forme générale de la représentation d’état

Dans le cas général, les systemes sont décrits par la représentation d’état :

{:ic = f(x,t,u)

y=g(r,t,u) avec, z€R" uecR™ yecR
Exemple : Systeme LTV
Fo,t,u) = Aty + Bt
g(@,t,u) = C(t)r + D(t)u

Ainsi la solution est noté x(t, zo), qui donne la valeur de x a 'intsant t pour une condirtion
initiale xq

—‘ Définition

La trajectoire xy d’un systeme dynamique G sur D C R" ot n est la dimension
de GG , est une application :

X:RxD—D

vérifiant les propriétés:
1. Continuité yx est continue su rR x D et Vo € D, x(-,z) est dérivable
sur R

2. Consistance x(0,2) =z

3. Propriété de Groupe x(t, x(7,z)) = x(t + 7, x)

Remarque: suivant la propriété 1. on a :

Ox(t, x)

ot = f(X(ta‘T))
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et sion fixe x = xg at =0 alors :

d
dX(t> 270)
L’ensemble D dans lequel évolue la trajectoire est nommée espace de phase

Dans le cas causal, on se limite a xy : Ry x D — D.
Pour ¢ fixé on note x; := x(t,z)D — D

= J(x(t, 0))

Proposition

L’application inverse de x; ety_; est un homéomorphisme :
e continu
e bijectif

e inverse continu

Démonstration: on montre 'injectivité et la surjectivité de x. La propriété 1. permet de montrer

la continuité.



Chapitre 2

Caractérisation de la stabilité

1 Trajectoire

Remarque: Dans le cas linéaire, la trajectoire est la solution au systeme & = Az avec
x(0) = xy. Cette solution est unique. Qu’en est-il en non-linéaire ?

—‘ Définition
Un systeme dynamique sur D C R”, o n est la dimension du systeme, est
un triplet (D,R,x) o x : R x D — D tel que les axiomes suivants sont
vérifiés :

1. Continuité : x(.,.) est continue sur RxD et Vt € R, s(., z) est dérivable.

2. Consistance : x(0,x¢) = o, Vo € D.
3. Propriété de groupe : x(7, x(t,x0)) = x(t + 7, 20), Vo € D.

Remarque:

e On dénote le systeme (D,R,s) par G, ou x(.,.) est la trajectoire et D est 'espace de
phase.
e On dénote la trajectoire x(t,.) : D — D par x(xo) ou x;.

e Suivant I'axiome de consistance, yo(zo) = x¢ et suivant la propriété de groupe :

(X © X¢)(w0) = (Xt © X7)(20) = Xi1r(T0)

Ainsi application inverse de x; est x_; ol y; est un homéomorphisme (bijective, continue,
inverse continue).

En effet, montrons que x; est injective.

Soit y,z € D tels que xi(2) = xt(y). On a z = so(z) = x(0,2) = x(t — t,2) =
x(—t,x(t,2)) = x(—=t,x(t,9)) = x(0,y) =y

Xt est surjective : Vz € D, 3y € D tel que y = x(—t, z).

Enfin, x; est continue sur R donc x_; est continue.
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Exemple: Systeme linéaire causal de dimension n (n variables d’état)
s: [0, +oo[xR™ — R™ ol x(¢,x) = ez ot A € R™ matrice d’évolution
R* —R

r ety

On a (x; o xi)(@) = xr(xi(2)) = e*Te

A

Ainsi x(z) = ez oll yy :

€T = Xp+r(2)

Proposition

Suivant 'axiome 1, le systeme G peut étre décrit par une équation
différentielle sur D. En particulier, la fonction f : D — R™ définie par
flz) = %]t:(y Ainsi, f(z) est un champ de vecteur sur D ou pour
x € D, f(x) € R™ correspond au vecteur tangent a la trajectoire en ¢ = 0.

Exemple: Systeéme linéaire f(z) = defttwh:o = Ax

Remarque: Nous avons défini une trajectoire, mais a partir de & = f(z), est-elle unique ?

2 Théoreme du point fixe
Ehéoréme

Soient X un espace de Banach de norme ||.||, S un fermé de X et 7' : S —
S une application contractante sur X, i.e. Ip € [0, 1] tel que V(z,y) €

S2 T (@) = Tyl < plle = yll,
alors Jlz* € S tel que T'(z*) = 2™

De plus, quelque soit la suite sur S tel que z,.1 = T(x,), elle converge
vers x*.

—‘ Définition

Une application f: (X, d,) — (Y, d,) est lipschitzienne si Ja > 0 tel que

Yo,y e X, dy(f(2), f(y)) < adu(z,y)

Remarque: Une fonction lipschitzienne est uniformément continue.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz)

Soient le systeme dynamique défini par
(t) = f(z(t)) et x(tg) = o, t €R (%)

Si f: D — R" est lipschitzienne sur D alors
Vxog € D, 31 €]ty, t1] tel que (*) a une unique solution z : [ty, 7] — R™
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Démonstration: Soient 7'(x) = zg + j;to f(s)ds, t € [to, 7] = x(t)
et on définit S = {z(t) tel que t € [to, 7], ||z — zo|| < 7}
Ainsi, Vz € S

T (@) — ol =l [ f(s)ds]]

=l [ (f(s) = f(to) + f(to))dsl|

to

StHﬂﬁ—f%m8+l\ﬂmN®

< (ar+C)ds (f lipsch. et ||s — zo|| <)
<(ar+C)(t—ty) <r

3t €lto, ta] tel que (1 —tp) < ;o donec T: S — S.

Ve,y €S, ||T(x) =Tl < t [1f(2(s)) = f(y(s))llds

sal [lz(s) — y(s)llds

t
<o max ||o(s) —y(s)l| [ ds
sE[to,T] to
< allz(s) —y(s)|lI(t —to)  avec |.|| = max (.)
$€E[to,T]
On veut a(t —tg) < a(T —ty) < p avec p < 1 donc |||T(x) — T (y)|| < pll|lz — yl||-
Il suffit de choisir 7 tel que 7 —ty < £

T :S — S est contractante pour 7 — ¢y < min{ wic, g}

(*) a une unique trajectoire. |

Rappel : point d’équilibre le systeme & = Ax est stable si toutes ses valeurs propres sont
a partie réelle négative, il existe un unique point d’équilibre T stable tq & = 0 (si det(A) # On
7 =0).

Dans le cas non linéaire on peux avoir plusieurs points d’équilibre, isolés, voire une infinité,
ou aucun. Ainsi la stabilité en non linéaire n’est pas une caractéristique du systeme mais d’un
point (ou un ensemble de point) qui sont généralement les points d’équilibre.

Pendule simple: 1. On a la représentation d’état (1 = 6,29 = 6) :

Tr1 = X2
{93'2 = Zsin(x1) — %xz
Les points d’équilibre vérifient 1 = #s = 0Osoit 1 = kw,k € Z. physiquement on a deux
points : 0 et .
2. soit le systeme NL :
Z1 = o+ sin(x1(t) + z2(t)) + x1(¢)
{56'2 = o+ +sin(x () + x2(t)) — z1(t)
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Les point d’équilibre sont solutions de 1 = 0 et o = 0 : on a pas de solution, en effet
T1+ 29 = 200+ 28111(1’1 + xz) pour a > 1

Remarque: Les points d’équilibre peuvent aussi étre déterminer dans le cas du régime
forcé : @(t) = f(z,u) =0

3 Critere Qualitatif

But : Tracer les trajectoires x(t, zo), Voo € D dans 'espace de phase R" ol n est la dimension
du systeme.

Cette méthode est réalisée pour les systémes du second ordre ,plan de phase dans R?, voire
dans R3. Les systémes mécaniques sont des exemples typiques, notamment via les équation
de Lagrange § = (g, ¢) avec g coordonnées généralisées. méme si le modele est d’ordre 2n ou
n = dim(q) on peux tracer les coordonnées deux a deux x; = ¢;, x2 = ¢;, dans le plan de phase.

3.1 Méthode pour tracer les trajectoires

1. Méthodes informatique :

e On utlise une intégration numérique pour différentes conditions initiale

e Graphe des pentes générés numériquement en étudiant doy _ file1,e2)
Z2 fo(z1,22)

2. Méthode papier-crayon
e Méthode isocline : peut étre manuelle et/ou numérique.

e Solution explicite des équations
On élimine le temps de maniere explicite ou non.

Dans l'analyse de la stabilité on s’interresse au comportement dans un voisinage du point
d’équilibre.

—‘ Définition

Pour déterminer [’index topologique on utilise la méthode suivante:
1. Une courbe autour du point d’équilibre choisie d’une maniere arbitraire
et supposée de taille infinitésimale

2. Avec une paramétrisation dans le sens trigonométrique

3. On consideére une suite arbitraire de point (z,) dans le sens de la
paramétrisation
4. Pour chaque point z,, on évalue f(x,) ou f vérifie © = f(z).

5. Tous les vecteurs f(x,)n=1.n sont ramenés aux point d’équilibre.
Ainsi lindex topologique est la mesure de I'angle (modulo 27) que l'extrimité
des vecteurs (f(z;)) parcourt dans le sens trigonométrique.
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FIGURE 2.1 — Détermination de I'index topologique

Il reste maintenat a chercher les trajectoires autour des points d’équilibres.

3.2 Meéthode isocline

Pour cette méthode, il s’agit de poser :

dry fo(z) _
dr; fi() = ot

C’est-a-dire de rechercher les points tel que la pente en x est égale a une constante donnée.

Pendule inversé: Cas sans frottement :
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Les iso-clines vérifient donc :

dzy  —9sin(zy)

d.il?l xI9
=C
donc les points décrivant la courbe ont pour équation :
g .
To = ——=sin(z
2= —ygsin(a)

On trace alors alors ces courbes pour différentes valeurs de constante et ’on obtient :

Pendule simple sans frottement Pendule simple avec frottement

L’iso-cline donne la pente de la trajectoire, ainsi, en suivant les pentes données d’iso-cline en iso-
cline, on peut remonter a la trajectoire.
A noter que pour C' infini on est sur 'axe de x1 et pour C nul sur celui de xo.

Remarque: sans frottement on atteint un cycle limite tandis qu’avec frottement on tend bien
vers l'origine.

3.3 Méthode par suppression temporelle
3.3.1 Meéthode explicite

A partir des solutions des équations différentielles on se débarasse de la paramétrisation
temporelle pour obtenir la trajectoire :
Exemple:

¥y = xg cos(t) + xosin(t)
Ty = —xgsin(t) + 2y cos(t)

On a 2° + 29 = 23 + 2> soit un cercle de rayon \/x2 + 7y”

3.3.2 Meéthode implicite

Le temps est élimié a partir de I’équation différentielle puis I'orbite est obtenue par intégration

Exemple:
T =2 d d
{ e dw g dn
To = —X1 T2 x1

T2 1
/ Todre = —/ z1day
x20 x10

Donc :
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Ainsi on a : 2 + 23 = a5, + 23,
Remarque: Les méthodes par élimination du temps ne s’appliquent que pour les systemes
avec des dynamiques relativement simple.



Chapitre 3
Linéarisation

Il s’agit de regarder la stabilité, la convergence vers un point d’équilibre,...
On se place dans le cas présent en régime libre pour un systéeme invariant, c¢’est a dire que
= f(r,u=0)ety=g(z,u=0).

Remarque: On pose u = 0, car la stabilité et la dynamique du systeme sont des ca-
ractéristiques intrinseques d’'un systeme, donc indépendantes de I’entrée.

Pour étudier la stabilité, on se place dans le plan de phase. Celui-ci permet de situer les
points d’équilibres et de vérifier la stabilité. Sa dimension est égale au nombre de variables
d’état.

Ainsi, pour des systemes du second ordre, on va avoir :

o= (1) o s (1)

L’espace des phases devient alors ici un plan de phase dans lequel on va rechercher les trajec-
toires.

Dans la suite, on s’intéressera au cas de dimension deux pour positionner et comprendre le
probleme.

1 Analyse qualitative du comportement

Soit le systeme LTI obtenu a partir de la linéarisation autour d’un point d’équilibre z.
On dit que ce point d’équilibre est stable si ¢’est un point de convergence des trajectoire, ou
instable si c¢’est un point de divergence des trajectoires.

On étudie donc le systeme autour de son point d’équilibre, en linéarisant son équation autour
de ce point. On a donc I’équation :

ou, A = (3f_(:r;)|$:$0 Jacobien de f en x

ox

et, 0x = = — x

15
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Remarque: En N.L, la stabilité est associée aux points d’équilibre. Ainsi, un méme systeme
N.L peut avoir des points d’équilibre stables et instable.
Remarque: Cette approximation peux étre réalisé dna sle cas d’un régime forcé :

{9'5 = f(z,u)
Y= h(x,u)

avec f(Z,u) =0 et on alors :

f(@+dz,u+ou) = f(z,u) + A.dx + Bou
hZ + 0z, u + du) = h(z,u) + C.dz + Dou

Donc :

0t = A.bx + B.0ou
0w = C.ox + D.du

L’analyse qualitative de la stabilité est faite par linéarisation.

Proposition

La trajectoire pour une condition initiale dxy est solution de 1’équation
différentielle précédente, ie

Sx(t) = Mexp(Jt)M 5z

ou J est la matrice diagonale ou de Jordan de A, la matrice d’évolution,
et M la matrice de vecteurs propres tel que : M 1AM = J.

1.1 CasR

(M 0
J—<0 >\2)OU/\17£)\2
On pose le changement de variable dz = M !5z : Base Modale.
Donc on a §zyg = M 16z, comme valeur initiales, d’ou :

(521 (t) = 6/\1t(5201

(522 (t) = €>\2t(5202

Ceci permet de tracer les trajectoires dans la base modale.

1. Dans le cas ou Ay < A\; < 0 ou 0 < A\; < A9, on obtient :
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D’un coté on a la convergence plus rapide de dz, par rapport a dz; et de 'autre la diver-
gence plus rapide de dzy par rapport a dz;. On a un noeud qui est donc soit stable soit
instable. Et son index topologique vaut +1

2. Dans le cas ou Ay < 0 < Ay, on obtient :

On est dans un cas instable et on a un point selle, d’index —1

3. Dans le casou A\; =0, on a :

(521 = 6201

522 = 6”5202

d’out le graphique :

Il n’y a pas de point d’équilibre car A est non inversible ce qui implique que © = Ax =
x=0
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Remarque: Il n’y a pas de point d’équilibre d’apres la définition & = 0 méme si graphi-

quement on converge vers un point.
4. Dansle cas ol Ay = Ay = A
. A : .
SiJ = ( 0 le sous espace propre est de dimension 2.

0 A
On a un point d’équilibre.
Si la dimension du sous espace propre est de 1, J = <g\ i), donc :

521 = te/\t(;Z(u + €>\t(5202

522 = 6”5202

dim du sous-espace

1.2 Cas C

On a maintenant ;o = « £ j3. On considére la représentation d’état : 6z, = M 1oz tel

que :

521 = CK&Zl — 6522
522 = ﬂ(SZl -+ (1522

On utilise les coordonnées polaires :

r=4/0z7 + 022 et, 0 = arctan <%)

on a donc :

Ainsi, on obtient :
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Cas complexe :

a<( O<za

R,z
NN = /(/

521 () = eM
(52’10 + te’\tézgo

(52’2 (t) = 6)\t5220

19

N
2y
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2 Cycle limite
—‘Déﬁnition

Un systeme & = f(x) possede un cycle limite C si il existe un intervalle de
temps [to,to + T et Vao € C tel que la trajectoire x(t,zg) soit solution de
& = f(x) et avec x(to, zo) = xoet vérifie :
° X(t,xo) e CVt € [to,to + T[

X

(t() + T, fl]o) =X

On considere un systeme oscillant, c’est a dire qu'il existe 7' > 0 tel que Vt > 0, z(t +T) =
x(t).
(On exclut cependant le cas z(t) = constante).

Remarque: Un point d’équilibre peut étre interpréter comme un cycle limite singleton
vT € R.

Proposition

Cycle limite stable
Pour toutes les conditions initiales appartenant au voisinage du
cycle limite.

dto > 0et T >0tel que Vt > ty, x(t+7T)=x(t)

i.e. toute trajectoire dans un voisinage du cycle limite converge
dans un temps fini vers le cycle limite.

Cycle limite instable
Toutes les trajectoires divergent du cycle limite.
Pour toutes les CI n’appartenant pas au cycle limite, 3t >
0 tel quez(t) ¢ cycle limite.

Cycle semi-stable
Une partie des trajectoires converge et d’autres divergent du cycle
limite.

Oscillateur de Van der Pol:

Ty =122
Ty = —x1+ (1 — Hf%)xg

Point d’équilibre z* = (0, 0)
Remarque: Il n’existe pas de solution analytique aux équations de Van der Pol, mais numériquement
on trouve un cycle limite stable.

Je tel que le cycle limite C cercle de centre (0,0) et de rayon e : stable au sens de Lagrange.
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Théoréme (Index de Poincaré)

ce théoreme

Dans le plan de phase( pour un systéme d’ordre 2) avec N le nombre de

noeuds, centre et foyer et S le nombre de points selles.
Si un cycle limite existe, les points d’équilibre que le cycle limite encrecle

sont tel que
N=S+1

s’'utilise souvent sous sa forme contraposée :

Corollaire

Si N # S + 1 alors il n’existe pas de cycle limite.

Démonstration :

Lemme

A partir de cette proposition on peux démontrer le théoreme de I'index de Poincaré, car le
cycle limite C est solution de I’équation dynamique. 'index de C vaut +1. Ainsi le nombre de

Soit une courbe du plan de phase alors I'index de la courbe est la somme des
index des points d’équilibre contenu dans cette courbe.

21

points d’équiliobre ayant 'index +1 doit étre supérieur d’une unité a ceux dont I'index est -1 H

3 Théoreme de Bendixon

Théoréeme

Soit le systeme du second ordre & = f(z) avec f le champ de vecteurs
tel que f: D — R? avec D un ensemble simplement connexe (d’un seul
tenant, non formé de la réunion d’ensemble disjoint, sans trous) de R?
ne contenant pas de point d’équilibre. Si :

e dz € D tel que divf(x) #0
e divf ne change pas de signe dans D

Alors & = f(x) n’a pas de cycle limite inclus dans D.

Démonstration: Par I'absurde, soit I' = {x € D, z(¢),0 <t < T} est un cycle limite.

Vr € I', f(x) est tangent a I' tel que f(x).n(z) = 0 ou n(x) est le vecteur normal de I' en

Suivant le théoreme de Green,

ﬁ f(@)n(a)de = / /S divf(z)dS done / /S divf(z)dS = 0
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Si 3z € D tel que divf(z) # 0 et que +f ne change pas de signe dans D (donc a fortiori
dans S C D), on déduit de la continuité de 'opérateur divf dans D que [[y<+f(x)dS # 0 :
contradictoire.

Ainsi, D ne contient pas de cycle limite. |

Example: Soit le systeme NL du 2nd ordre (t) + a&(t) + g(x(t)) = 0, avec z(0) = z¢ et £(0) = o
ou a#0et g:R— R continue avec g(0) = 0.
Représentation d’état :

{551@) = xo(t) = fi(x)

io(t) = —ama(t) — g(x1(t)) = fa(x) avec x1(t) = z(t) et xo(t) = @(t)

Calculons +f = gT]:i % - o

+f # 0 et ne change pas de signe donc ce systeme ne comporte pas de cycle limite (D = R?).

4 Théoreme de Poincaré-Bendixon

—‘ Définition

e Un ensemble M C D est dit positivement invariant du systeme ¥ si

e Si la propriété est vraie Vt < 0 ’ensembles est négativement invariant.

e Si la propriété est vraie V¢ € R . I’ensembles est invariant

Remarque: Un ensemble invariant est un fermé de R".
Remarque: Un cycle limite stable ou semi-stable est un cas particulier d’'un ensemble
invariant. Cet ensemble est un attracteur et ne peut avoir qu'un comportement périodique.

—‘ Définition
Un attracteur est un ensemble invariant fermé M C D du systeme 3, si il
existe un voisinage N’ de M tel que

Vo e N, xi(x) € N,Vt > Oetxi(x) — M!

Remarque: Physiquement ! un attracteur est un fermé borné (compact)

1. sic.
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Théoreme

Soient le systeme du 2nd ordre & = f(x) et O, une trajectoire positive,
ie Of = {r € D,x = S(t,29),t > 0} o S(.,z) : R — D définit
une solution de & = f(x) pour une trajectoire passant par z, avec un

ensemble limite w(xg) i.e. w(xg) = ﬂtZOO_ng“

Si w(xp) est compact et ne contient pas de point d’équilibre, alors la

limite ne peut étre qu'un cycle limite.

a. adhérence = plus petit fermé contenant 1’ensemble

Interprétation :

Dans le cas du 2nd ordre, si on a une convergence des trajectoires vers un compact (fermé
borné de R?) qui ne contient pas de point d’équilibre, alors la limite ne peut étre qu'un cycle

limite.

Examples du poly page 4 Systeme hybride = commutation entre 2 systemes linéaires

Proposition

e w; définit un ensemble positivement invariant.

e Dans R? le seul attracteur possible est un cycle limite.

sibles :
e (C’est un ensemble de points d’équilibres.
e C’est un cycle limite.

e La trajectoire est un cycle limite.

Exemple 1 :

. [ -1 10
TT12100 —1z = A

. -1 100 .
T = [_10 g Azx} v.p. A2 = —1=£331,62

Les deux systemes sont stables
Stabilité locale mais le systeme est instable globalement.

e Si la trajectoire converge vers un ensemble alors on a les cas pos-

Important : 'analyse faite par linéarisation donne uniquement une information sur la sta-

bilité locale et non globale.
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Exemple 2 :
. 1 —-10
v {100 12 ] =Aw
T = [110 _1100] x=Ax v.p. \jo=—1%731,62

Les deux systemes sont instables.
En choisissant bien la permutation, on rend le systeme global stable.

Conclusion [’analyse de la stabilité par linéarisation ne donne pas une CNS de stabilité des
systemes non linéaires (point d’équilibre), d’ou 'importance de définir un autre moyen d’ana-
lyse.

Remarque: Il existe d’autres méthodes pour tracer les trajectoires dans le plan de phase.

Elimination du temps: Méthode explicite : Méthode implicite :
x1(t) =uwpcost+ Fpsint 0 1 doy o
. T = x donc { 4
x9(t) = —zgsint + zgcost 10 dd% =1
2y (t) + 25(t) = af + & g = G _ _dws
T2 1

On a éliminé le temps mais c’est assez spicifique
a la représentation d’état. z1dry = —xodxy done 23 + 23 = 23, + 23,



Chapitre 4

Methode du premier harmonique

1 Hypotheses

e la non-linéarité est statique et n’évolue pas dans le temps. On peut la séparer de la
dynamique du systéme. Par exemple, la saturation (ou la zone morte) est une non-linéarité
statique.

e la partie dynamique (linéaire) est un filtre passe-bas suffisamment efficace pour négliger
les harmoniques d’ordre supérieur a 1. Plus précisément, I'ordre relatif du filtre doit étre
supérieur strict a 1.

2 Schéma-blocs

r—> Non —y— |H(p)|— 2
Linéarité Y P

La fonction de transfert H(p) (fraction rationnelle) correspond a un filtre passe-bas de degré
relatif > 2.

On prend x = X sinwt. Dans le cas linéaire, seule la valeur de w influe sur le tracé de la
diagramme de Bode du systeme. Dans le cas non-linéaire, on a plusieurs tracés de réponses
fréquentielles. Par exemple, avec une saturation, on obtient des réponses fréquentielles qui
dépendent de I'amplitude d’entrée de X des qu’elle devient trop élevée.

25
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Puisque H(p) rejette les harmoniques d’ordre supérieur a 1, on peut donc décomposer
y(t) = Psinwt + Q coswt

Dans le cas d’'une NL symétrique, on a

2
P = —/ y(t) sin wtdt
T Jimy
2
Q== / y(t) coswtdt  avec wT =271
T Jmy

Remarque: Sila NL est non-symétrique, y(t) = Y+P sinwt+Q coswt avec Y = 1 f[T] y(t)dt.
La composante continue Y peut étre négligée pour ’analyse de stabilité et modélisée par une
perturbation constante a l'entrée de H(p).

—‘ Définition

On définit le gain complexe équivalent:

P
N(X) = }j © wom note N(X) = Np(X) + jNo(X)

e Np(X) =% est la gain en phase,

o No(X) = % est la gain en quadrature.

Remarque:

e A la différence du systeme linéaire, pour une méme pulsation, on a plusieurs réponses
fréquentielles qui dépendent de 'amplitude de 'entrée X. L’analyse de stabilité doit donc
se faire par rapport a tous les tracés.

e Les manipulations de schéma-blocs doivent satisfaire les régles connues (principe de su-
perposition) et s’assurer que le signal en amont du bloc NL est le méme, et en aval, qu’il
est suffisamment filtré pour ne garer que le ler harmonique.

Example:
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—_— C(p) Non-linéarité ——| H(p)

0

N C(p) H@—x» Non-linéarité H(p)
? C(p)

e T#x
H@—> Non-linéarité H(p)C(p)

FIGURE 4.1 — Transformations de schéma-blocs

3 Analyse de la stabilité.

Systeme NL bouclé a retour unitaire

— )N () Ts0(r)

Dans I’analyse harmonique, la NL est modélisée par N (X). Ainsi, il faut trouver I'expression
de N(X) en fonction de la NL :

Exemple: saturation

Calcul de N(X) :

Pour 0 <t <t : y(t) = Xsinwt

t <t < T —t:y(t) =X, = Xsinwty

Qo [2o

P y(t) sinwtdt

™ Jo
4 t %

= _w[/ X sin® wtdt + / X sin wt; sin wtdt]
T Jo "

2X sin 2wty
= —[wt1 +
s 2

]
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Y X

' X,, th Tt I

t1 = arcsin(32) et Q =0

Ainsi

1 X << X
2[arcsin 22 4 Xz — 23] X > X,

N(z) =

X2

Proposition

Le dénominateur de la BF, 1+ N (X)Tpo(p), donne la limite de stabilité :

1

TBO<jw) N(X)

Le lieu critique remplace le point critique —1.

On a donc pour notre exemple de saturation

STABLE

-A
ULV S

ITatw)

Ainsi dans le cas NL, on remplace le point critique —1 par le lieu critique ﬁ)l() Par
conséquent, 'analyse de stabilité est réalisée par rapport a O . On a alors deux cas
1. Dans le cas ou le tracé de Nyquist ne présente pas d” mtersectzon avec le lieu critique
on applique le critere de Nyquist (N IS PJTBO) pour la stabilité ou celui du revers sur

la F'T, qui est alors stable, strictement propre et a déphasage minimal.
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2. Si on a une ou plusieurs intersections, on a un régime auto-oscillant (cycle limite). x(t) =
Xoejwot

4 Etude de la stabilité du cycle limite

Soit (X, wp) solution de Tro(jwo) = —m sur son cycle limite :

z(t) = Xoelo!

4.1 Critere analytique
On pose

TBo(jW)+ :R(W,X)+jI(W7X) =0

N(Xo)
Ainsi, on a

R(WO,X()) =0et I(Wo,Xo) =0

Pour analyser la stabilité on applique A to une perturbation :
0X 0
Xi=Xo+0X et wy =wp+dw avec |—| << 1et \—w| <<1
Xo Wo

x(t) n’est plus périodique (plus d’intersection avec le lieu critique) et présente ainsi un
amortissement m > 0 (stable) ou < 0 (instable).

:L‘(t) _ (XO + 5X)6—mt6j(wo+6w)t _ (XO + 5X)ej(wo+5w+jm)t
Ainsi la perturbation nous donne un régime auto-oscillant avec une amplitude Xg + 60X et
une pulsation complexe wg + dw + jm.
R(wy + 0w + gm, Xo + 0X) + jl(wo + dw + jm, Xo+6X) =0
On applique un DL du ler ordre autour de (wp, Xo) :

+J 5X+<_ J 5 )(&u—l—jm)zo
(aX (WO,XO) aX (wo,X0)> aw (WO,XO) aw (w07X0)
) o 5
i.e. en notant W‘(MO,XO) - W‘o
OR OR oI
8w|0 w+6X‘0 (’)w|0m 0

ol ol OR
et a—w|05w+a—X|05X+—|om:O
Elimination de dw :

()" (&) ) m- (2

L 1
>0

_OR
o Ow

oI
, OX

ol
o Ow

)ox
0
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Différents types de perturbation

$K 1

m > 0et X > 0: CL est stable
m < 0et X > 0: CL est instable

o
e

2

0X <0et m<0:CL est stable
0X <0etm>0:CL est instable

Proposition (Condition de stabilité du cycle limite dans le plan de Nyquist)
le cycle limite est stable si et seulement si 6.X.m > 0

Pour que 6 X.m > 0 :

or
0X

g OR
0. Oow

T w

or
. 0X

>0
0

On pose To(jw) = U(w) + jV(w) et L=
On a un cycle limite si

~y = LX) +iM(X)

TBO(jWO) = _Nr(lgj) = {R(W,X) =

I(w, X)
d’ou d’apres la condition de stabilité du cycle limite :

U
V(w)

0L, oV, U, oM
oxX " o 0

500 gx 10> 0
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4.2 Critere graphique
On repart de ’équation caractéristique du cycle limite :

Tpo(jw) + —= =0

On note alors :

Too(jw) =Uw) +3V() _ [R(X.w) = Ulw) = P(X)
ke = P(X) + jQ(X) 3

La condition de stabilité du cycle limite devient :

oQ | oU ov| oP 0
0X|, Ow|, Ow|,0X|,
U P
Si on se place dans R?, on a 2 vecteurs : |V | et |Q| qui décrivent respectivement Tz et —%.
0 0

Les tangentes aux courbes Tgo et —% sont colinéaires aux vecteurs :

U P 0

vr=— |V | et uy = — alors v A uny = 0
T dw 0 NTox %2 TN aP 9V | dU 0Q
Tox 0w T owax

orP oV U 0Q

Ainsi, la condition —5%.55 + §2.55 > 0 = (vr,uy) dans le sens direct.

.r]\ A \fr\ﬁm
k \ /N
-7 ¥ = Q{-‘l /‘f Y ) F’?Q
wid) \ A }'
v AN - A
STABLIS Vix) W STABLE

Théoréme (Critére de Loeb)

Le cycle limite est stable si I'intersection de Tpo(jw) et de —ﬁ est telle
qu’en parcourant le lieu de Nyquist Tpo(jw) dans le sens des w croissants,

on laisse a gauche la direction des X croissant sur le lieu critique.




Chapitre 5

Stabilité des systemes non linéaires

1 Stabilité de Lagrange

Le premier a avoir intreoduit la notion de stabilité est Lagrange. Le concept est basé sur
I’énergie potentielle V. Puisque les points d’équilibre du systéeme correspondent aux points tels
que %—‘; = 0 avec ¢ les coordonnées généralisées du mouvement, alors un point d’équilibre est

stable suivant Lagrange si %27‘2/ >0

R

Suivant Lagrange, un point d’équilibre est stable si pour toute condition initiales ,la trajectoire
reste bornée.

e On controle la variation sur la trajectoire par celle sur la condition initiale.

e des petites variation sur la condition initiale implique de petite variation sur la trajectoire.

Remarque: La notion de stabilité en non linéaire concerne les points d’équilibre et non
le systeme. Mathématiquement, Dirichlet a formalisé la stabilité au sens de Lagrange avec les
trajectoires.

—‘ Définition

Un point d’équilibre x* est stable au sens de Lagrange si et seulement si

Vo > 0,3 > 0 tel que Vt € R, ||zg — 2*|| < 3§ = ||x(t, x(to, x0)) —2"|| < €

Ainsi la stabilité suivant Lagrange est qu'un petit changement borné sur z* implique un
petit changement borné sur la trajectoire.

32
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Vo > 0,3e > 0 tel que |[x(to, zo)|| < & = [Ix(t, x(to, w0))|| < €

Sans perte de généralité, on considere le point d’équilibre x* = 0.

/’%\_’7 — in  VEER
(Ve T2 1L
" T - f >

DG, ) SUE ik, m)

Remarque: La stabilité suivant lagrange n’implique pas la convergence mais seulement la
bornitude ! (la trajectoire reste bornée), ce n’est pa suffisant pour faire de 'automatique, il faut
pouvoir garantir la convergence. On utilise donc la stabilité au sens de Lyapounov

2 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition

Ve > 0,30 > 0 tel que |[x(to, zo)|| < & = [Ix(t, x(to, w0))|| < €

Attention : il n’y a pas d’implication entre les deux.
Remarque: C’est ¢ qui controle §.

A T /'l[\ ) *"?"‘
[ |t O 1

;)U—, Y ,i".’yc.)}

Remarque: La condition de Lagrange est sur la bornitude de la trajectoire (quelles que
soient les conditions initiales, on borne la solution). Par contre, la condition de Lyapunov est sur
la convergence dans un voisinage (il existe des conditions initiales pour lesquelles les trajectoires
convergent vers x*).

Exemple: Oscillateur de Van der Pol

1 = X2
{23:2 = —x1 + (1 — l’%)l‘g

Point d’équilibre z* = (0, 0)
Remarque: Il n’existe pas de solution analytique aux équations de Van der Pol, mais
numériquement on trouve un cycle limite stable.

1. sic.
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Je tel que le cycle limite C cercle de centre (0,0) et de rayon € : stable au sens de Lagrange.
Par contre, pas stable au sens de Lyapunov car on a
V3 > 0,3 > 0 tel que [[x(t, x(to, z0))|| < €

Exemple: Pendule sans frottement L’origine est stable suivant Lyapunov avec § = e.
Elle n’est pas stable suivant Lagrange

zo = (11 = 7,29 = 0) : fe > 0 tel que | x(¢, x(0,50))]| < e

2.1 Stabilité uniforme
—‘ Définition
Le point d’équilibre 2*(z* = 0) est dit point d’équilibre uniformément stable

si, pour la condition de Lyapunov, § peut étre choisi indépendamment des
conditions initiales g, zq

—‘ Définition
On définit les fonctions de caractérisations suivantes :
1. Si a: Ry — R, est continue et strictement croissante, « est dite de

classe IC.
Si « croit indéfiniment (i.e. a(s) — 00), alors @ € K

2. ¢ est dite de classe Lsi ¢ : Ry — R, continue, strictement décroissante
et ¢(s) =0

3. Bestditedeclasse CLsif: R xRy = Ry sif(.,r) € Let f(s,.) €K
Typiquement [5(s,7) = «a(s).¢(r) avec a € KC, ¢ € L.

Exemple: §(||zo||, [t|) = ||zolle ™ avec A > 0
Ainsi le but est d’arriver a vérifier pour une trajectoire du systeme ||x (¢, zo)|| < 8(||zol|,2),t >
0 (enveloppe)

Proposition

L’origine est uniformément stable si et seulement si

Je > 0, € K tel que [[x(to, z0) || < ¢ = [[x(#: x(to, %)) || < a(llx(to, zo)])

Démonstration: Condition suffisante.

1

Soit av € KC (strictement croissante et continue, donc o' existe).

Pour € > 0,36 dépendant de € tel que § = a~*(e).
Si Ix(to, mo)ll < 0 = [[x(t, x(to, z0))l| < (@™ (e)) < e
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Condition nécessaire.

Ve > 0,39 dépendant de € tel que |[so|| < d = ||s]| <€

Si €9 > €1 = d3 > 01 (suivant Lyapunov). On définit §’ € K tel que ¢’ < 4.
Pour € > 9,35 > 0 tel que

lsol| <0 = 0] <e
soll <& = ||6|| < ecar & <6

Si on définit a(]].]|) = (6")7L, Ve > 0,36 (€) ou ||so]| = &' () = € = (") "1(||s0]])
Suivant Lyapunov, cela implique ||s|| < e < a(]|sol|)

3 Attractivité (convergence)

—‘ Définition

Ir > 0,Vo > 0,37 > 0 tel que || x(to, )| < r = ||x(t, x(to, z0))|| < o, Vt >
T

Autrement dit : ||so]] <7 = lim;e0 ||xe]| = 0.

On parle d’attractivité uniforme si 7' ne dépend pas de ;.

Proposition (Stabilité asymptotique)

L’origine est asymptotiquement stable si et seulement si
e stabilité au sens de Lyapunov et attractivité
o [lsoll <7 = llsl < B(lsoll, 1), B eKL

Proposition (Stabilité exponentielle)

L’origine est exponentiellement stable si et seulement si
e stabilité au sens de Lyapunov et attractivité

e Jda, A\, 7 > 0 tel que ||so]| <7 = ||s]| < aflso|le ™

Proposition (Stabilité locale et globale)

e L’origine est globalement stable si la stabilité (asymptotique, ex-
ponentielle,...) ne dépend pas de la condition initiale, i.e. Vi, €
R et zp € R™ et dit localement stable (asymptotiquement, expo-
nentiellement,...)

e Si la stabilité dépend de la CI, i.e. 3V, C R ou V, € R” tel que
Vty € V; et Vo € V,, lorigine est stable.
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Probleme Généralement, on n’a pas de solution analytique de I’équation différentielle. Ainsi,
la stabilité ne peut pas étre vérifiée via la trajectoire.

—‘ Définition
V' est une fonction de Lyapunov si :
R" R
1.V T elle que V(0) = 0 et V(x) > 0 (définie semi-
x = V()
positive) ou telle que V(0) = 0 et V(x) > 0 si x # 0 (définie positive)

2. V est radialement non bornée, i.e. V() —=|z|—00 00

Théoréme (Stabilité au sens de Lyapunov)

Soit @(t) = f(z(t)) et f(0) = 0 (origine est un point d’équilibre). On
suppose qu'il existe V' (fonction de Lyapunov) continue et différentiable
tel que

ov

%)Tf(x) <0

AD CR",0€DouVer €D, V(z)=(

Alors lorigine est stable au sens de Lyapunov sur D.
Si D = R", 0 est globalement stable au sens de Lyapunov.

Démonstration: Si x = 0 est stable, alors Ve > 0,30 > 0 tel que |[so]]| < J = ||s|| <e.
Pour € > 0 on définit 0 < r < e avec B, (0) = {z € D tel que ||z| < r}
Soit a = min| =, V() et on choisit 3 tel que 8 < a et on définit Qg = {z € B,(0) tel que V(r) <
B}
0€Qgcar V(0) =0et Q3 C B-(0).
Soit xg € Q3 C D : V(x) <0
=V (z(t) = V(zg) <0 (car €D)
V(z(t)) < V(zg) < B (car zg € Qp)
=ux(t) € Q5 C B,(0)
Slle@l <e r<e

4

(Autrement dit si on part de {23 on reste dans 23)
d(€) est le rayon de la boule de centre O et C Qg [ |

Théoréme (Stabilité asymptotique au sens de Lyapounov)

Soient le systeme G : & = f(z) et f(0) =0et V : D — R, une fonction
de Lyapunov continue et différentiable telle que

Ve eD, V(z)= (g—‘;)Tf(x) < —Q(x), ou Q(z) est définie positive

Alors lorigine est asymptotiquement stable.
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Remarque: Q(x) dépend de toutes les variables d’état. Sinon la convergence asymptotique
n’est vérifié que pour certaine direction.

Exemple: Cas linéaire

= Ax avec v € R"

Soit P une matrice semi définie positive (PT = P et A\(P) = 0 < Vo € R*, 27 Pz > 0)

On définit V(x) = 2T Pz fonction de Lyapunov

V(z) = i" Pz 4 27 Pi
= 2T APz + 2" PAx
=2"(A"P+ PA)x
Suivant Lyapunov, A est Hurwitz si et seulement si Re(A(A)) < 0.

AP > 0 tel que AT P + PA définie négative.
On pose P = [* et QeAtdt avec @ définie positive. On a donc P définie positive.

o0

T
00 d€A thAt

@ = [eATthAt]

0

/ (ATeATthAt + eATthAtA)dt = /
0 0

Si A est Hurwitz : e —— 0
t—o0

ATP + PA = —(Q définie négative (équation de Lyapunov)

Pour le systeme linéaire
V(z) =2 (ATP 4+ PA)z < —27Qx
= Stabilité de Lyapunov < Stabilité asymptotique

Théoreme (Stabilité exponentielle)
Soient le systeme G : & = f(x) et f(0) =0, 3V : D — R, fonction de
Lyapunov continue et différentiable telle que

1. da>0,6>0et c > 1 tel que

VeeD, aofzl|*<V(z)<plz|
2. 3y > 0 tel que
Vo € D,V < =V < —9ljz°

Alors lorigine est exponentiellement stable. Si D = R™, on a aussi la
stabilité globale.

Démonstration: V < —V = V(z(t)) < V(z(0))e "
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siV=—yV
V(x(0)) < B||=z(0)[°
et V(z(t)) = allz(®)[
V(x(0))e™" >
Ble@le™ > = el < ()l _
gorollaire

Le syst linéaire est aussi exponentiellement stable :
V=a"Pr — allz] < V(z) < 8|l

Avec « plus petite valeur propre de P et 5 plus grande valeur propre de

P.

si on a la stabilité asymptotique

V =27 (ATP + PA)za" Re < —yVaT Rx < —||z|?

T = —x 4 ad + 1
Exemple: ¢ ) 5
Ty = —T5T1 — OT%

(z1,22) = (0,0), f(0) = 0 est-il asymptotiquement stable ?
On pose V(z) = 3(2} + 23). V(0) =0 et V(z) > 0,Vz # 0.

. 1 9
V(z) = 212 + 292y = —a] + 2203 — 5aj < —2.73‘11 - 51’% < —Q(x) tel que Q(z) >0
L’origine est globalement asymptotiquement stable.

Est-il exponentiellement stable ?

allz()]* < V(x(t)) < Bllz(®)]l°

. 1 9
V< —5513‘11 - §x§ < —=(z1 + 13)

Pour D = {||z|| < 1},22 + 22 > 2% + 23 donc — (2?2 + 22) < — (2] + 23) : on ne peut pas
borner V par V.

Avec ce V(x) on ne peut décider de la convergence exponentielle.

Si on arrive pas a vérifier la stabilité alors le point d’équilibre (ou l'origine) peut-étre in-
stable. Dans ce cas, comment vérifier I'instabilité du point d’équilibre (origine) ?

N | ©
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Théoréme (Théoréme de Lyapunov d’instabilité)

Soit le systeme G : z = f(z), f(0) =0et t > 0.
SidV : D C R® — R, continue, différentiable et définie positive (0 € D),
tel que

VreD*, V(z)= (%)Tf(x) >0

alors l'origine est instable.

Le systeme accumule de I’énergie et deviens instable
Démonstration : Instable < Je > 0 tel que Vo > 0, alors ||zo]| < d et ||z|| > €

V§ > 0 soit  €]0; [ tel que :
B,(0) = {x € D tel que ||z|| < r} est compact.
On pose a = maxp, o)V (v) et z9 € B,(0)
V(xg) = «, ainsi V(z) — V(zg) >0 :

=V(z) >«
=z ¢ B,(0)
=z € B;(0)
=|z|| > r

Donc Je > 0 tel que ||z|| > e >r [ |

Théoréeme (Théoréme de Barbashin-Krasovsky (Stabilité asymptotique))

Soit {0} un point d’équilibre du systeme & = f(z) , ou f : D — R", loca-
lement lipschitzienne. On suppose qu’il existe V' continue, différentiable
et définie positive telle que

V<0
Soit S = {z € D tel que V(z) = 0}.
Si x = 0 est le seul élément de S, alors 'origine est asymptotiquement
stable.

Exemple: Soit le systeme :

ZL:Q = —2[E11’%

L’origine est un point d’équilibre.

1 1
V(z) = 595% + §x§ > 0

V(IE) = Ilﬂfl + 1’2.152 = —lel <0
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On ne peut pas conclure sur la stabilité asymptotique car Q(z) = %x‘f ne dépend pas de .

On utilise le théoréeme de Barbashin :

S={reDtelque V(z) =0} =2, =0

=29 =10
=9 =10
=S5 = {0}

=Stabilité asymptotique

Théoréme (Principe d’invariance de LaSalle)

Soient & = f(z) avec f : D — R™, Q un compact positivement invariant
tel que Q C D, V : D — R, continue, différentiable tel que V < 0 dans
Q, E={z € Q tel que V= 0} et M le plus grand ensemble positivement
invariant inclus dans E.

Alors toute solution x tel que xy € ) converge vers M quand ¢t — oco.
Autrement dit M est Iattracteur.

Exemple: Barbashin Soit le systeme

1 = X9
Ty = —h(r1) — g(x2)
ou h,g: [—a,a] = R avec h(0) = ¢g(0) =0
et Vr #0, x.h(z)>0etz.g(z)>0.

L’origine est un point d’équilibre.

Fonction de Lyapunov candidate :

x1:Oetx2:0:>V(x):O
r1#£0oumzy #0=V(zx) >0
donc V' est définie positive.

V(.CI?) = h(ﬂ?l)i[fl + fﬂgi[jz
= h(z1)z1 — x2h(21) — g(21)22
= —g(z2)xs < —Q(z) définie positive, dépend de z; et x9

Barbashin : _
E={z¢€ ]RQ,V(x) =0}
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Vig)=0=>z,=0=12,=0

$2:O+Z'2:O:>h($1):0:>$1:0

Alors E = {0} stabilité asymptotique globale.

Exemple: Invariance de La Salle Soit le systeme & = ax + u, a inconnu mais borné.
w=—kzx et k=~z2~y>0

On pose 11 =x et x9 = k

1:1 = ary — T2
: _ 2
To =Ty

La fonction de Lyapunov candidate

1 1
V(z) = Qxf + Z(Ig —b)?,  avec b > a car a est borné

V(0,b) = 0 et non pas l'origine
V(x) >0,Vr € R?
- o1 :
V(z) = x121 + ;(352 —b)2y

= ax? — 221y + (25 — b)2?
=23(a—b) <0

E={zcR%V =0} = {z; = 0} : attracteur
Pour le systeme de départ, on veut montrer que z — 0 ie..e. x; — 0 donc (attracteur)
xr1 — 0



42 CHAPITRE 5. STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

4 Extension du théoreme de Lyapunov aux systemes non
autonomes, i.e. = = f(t, )

—‘ Définition

Un systeme G : &(t) = f(t,z), x(tg = o, Vt > ty avec f(¢,0) =0, Vt > 0 =
x = 0 est un point d’équilibre.
L’origine est stable au sens de Lyapunov si et seulement si

Ve >0 et tg > 0,30 > 0 tel que [|S(to, xo)|| < 0 = [|S(t, S(to, x0))|| < €,V > 1

Théoréme (Théoréme de Lyapunov)

L’origine du systeme G est stable au sens de Lyapunov s’il existe une
V [0, +00o[xD — R, continue et différentiable telle que :

e V(t,0)=0,Vt >0

o V(t,x) >0,Y(t,z) € R, x D\ {0}

o V(t,x) =) (WEINT £(4 1) <0, V(t, ) € Ry x D
S’il existe Q(t, z) tel que

e Q(t,0)=0,Vt >0

e Q(t,x) > 0,Y(t,z) e Ry x D\ {0}

o V(t,x) < —Q(t,x),Y(t,z) € Ry x D

Alors 'origine est asymptotiquement stable.

Sida>0,8>0,7>0et c>1tel que
o afz|* < V(tz) < Bz
o V() < =l

Alors lorigine est exponentiellement stable.
Remarque: Si D = R" : l'origine est globalement stable

Les démonstrations sont calquées sur celles du cas autonome, avec ry =t € Ry, 29 =z € R",
ro =2 € R" donc 21 = 1 et 2y = f(xy, 22)

Exemple: Systéme linéaire non stationnaire ©(t) = A(t)x(t) et ©(0) = zo,t >0

Soit V(t,z) = 2T P(t)x ot P(t) > 9,Vt € R,

V(t,0)=0,Vt e Ry et V(t,x) >0,V(t,z) € Ry x R"\ {0}

V(t,z) = 2T () P(t)x(t) + 27 () AT (t)P(t)x(t) + 2T () P(t) A(t)x(t) < 0
& P(t)+ AT(t)P(t) + P(t)A(t) <0

Inégalité de Lyapunov dynamique
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Stabilité asymptotique :
P(t)+ AT (#)P(t) + P(t)A(t) = —Q(t)

Equation de Lyapunov dynamique

Amin(P(O)[[2]]'=¢ S V(t,2) < Aaa(P(1) |2~
Vite R,y >0 .
V(t,2) < =Amin(Q(1))]|]]
stabilité exponentielle
Remarque: Dans le cas non autonome, la fonction de Lyapunov candidate peut ne pas
dépendre du temps, mais elle doit dépendre de toutes les variables d’état.
Exemple: Soit le systeme non-linéaire
71 (t) = =23 (t) + sinwtzy(t)
Ty(t) = — sinwtzy () — 25 (t)
avec 1(0) = x19, x2(0) = x99 et £ > 0
L’origine est bien un point d’équilibre. Est-il asymptotiquement stable ?

1 1
Viz) = 537% + §$3

V(z) = xy(—a3 + sinwtay) + zo(— sinwta, — z3)

= —x] — 25 <0 : stable

1
< —5(33411 +73) = —Q(x) : globalement aymptotiquement stable

5 Stabilité entrées-états (SEE)/ Input-States Stability
(ISS)

Soit le systeme G : & = f(z,u) on f: R" x R™ — R" (m désigne le nombre d’entrées)
Soit 1'origine un point d’équilibre :

1. S’il est globalement stable, alors on peur analyser la SEE

2. S’il est localement stable, alors la SEE est locale (D C R")

Dans le cas 1, on analyse la stabilité du systeme en SEE. Dans le cas 2, on analyse localement
(D) la stabilité du systeme en SEE.

—‘ Définition

Le systeme est dit SEE si Vu(t) et Vzp € R™ bornées, il existe une solution
x(t, o), Vt > 0 et o € KL et Iy € K tels que :

[, zo) || < allzoll, ) + y([[ul)

ot [|ulloc = sup;zg [[u(®)]| = sup;zo(u’w)!/?
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Remarque:
i [l (2, o) | < y(Jlullo)

~ gain asymptotique du systeme
Exemple: Soit le systeme & = Az + Bu

A Hurwitz implique que l'origine est stable.
Le systeme est-il SEE ?

t
x(t, xg) = ez —l—/ eA(t_T)Bu(T)deT
0

v 1 1 N
| (t, o) || < e D* o] + 2IBl-llullo = Zr(llulloe) 0t k = =Amaa(A)

I1B]| = supy,=1 | Bvl| SEE

6 Attracteur
vu apres

—‘ Définition

Un ensemble M C D est positivement invariant du systeme

G (1) = f(e(t), 2(0) = w01 € R )
si x((M) C M pour t > 0 ot x¢(M) = {xs(x),z € M}.

Il est négativement invariant suivant la dynamique (%) si x:(M) C M pour
t < 0. Ainsi M est un ensemble invariant suivant () si y,(M) C M, VteR

Proposition

Si M C D est un ensemble invariant suivant (), alors M I’adhérence de
M est invariant.

Démonstration: Soit la suite (x,)pen C M tel que z,, — x avec x € M.

Puisque M est invariant, alors (x¢(z,))nen C M. De plus, x¢(2,) — xe(x) € M car clest
un fermé.

Ainsi, M est invariant suivant (x). |

Définition

Un ensemble invariant fermé M C D est un attracteur du systeme (x), s'il
existe un voisinage N de M tel que Vo € N, 3t € R tel que x;(z) € M
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Remarque: Un cycle limite stable ou semi-stable est un attracteur.
Exemple: Soit le systeme :

{ﬂél(t) = —xa(t) + 21 (t)(1 — 23 (t) — 23(1))
() = w1 () + 22(8)(1 — 27 (t) — 25(1))

En utilisant les coordonnées polaires, on trouve 'attracteur de M.

On a en effet r = \/27 + 23 et 6 = arctan ;>

done 7 = Loy + fody = r(1—1?) et 0 = 2y + 2y = 1

Ainsi,

r>1 r<0=r—1

r<l 7r>0=r—1

r = 1 un fermé = Attracteur ot V(x1,22) € R?/{(0,0)} car z; = 2o = 0 est un point
d’équilibre, les trajectoires convergent vers le cercle unité. Suivant le théoreme de Poincaré-
Bendixon le cercle unité est un cycle limite, car c¢’est un compact et ne contient pas de point
d’équilibre.
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1 Introduction (notations maths)

—‘ Définition

[Champ de vecteur] C’est une application de R" — R™.

—‘ Définition
[Crochet de Lie| Soit f : R" — R"™ et g : R™ — R™, on définit le crochet de

Lie :
R* — R
Ik {a? — Jy(2) f(z) — Jf(z)g(x)

ou Jy et J, sont respectivement les matrices jacobiennes de f et g.

Proposition (Crochet de Lie)
Soient f,g et h des champs de vecteurs et A\, A2 € K, (K = R ou C).

Alors
(M f 4+ Aeg, h] = M[f, h] + A2[g, h] Bilinéaire
[f,g] = —lg, f] Anti-symétrique
[ g, W] + [h, [f. 9] + [g, [, £]]
]

=0 Identité de Jacobi
0

Définition

[Algebre de Lie] G est une algebre de Lie sur K si G est un espace vectoriel
ayant pour loi interne le crochet de Lie.

Remarque: Cette définition se restreint au cas qui nous intéresse ici, ce n’est pas la
définition générale.

Remarque: L(F) est l'algebre de Lie ayant pour famille génératrice 1’ensemble des champs
de vecteurs E.

Notation : Crochet de Lie itéré

adﬁl’c(ﬂf) =g(z)

adzg(z) = [f, g](x)

fo—
adjg(z) = [f, ad}™ g)(x)
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—‘ Définition

[Dérivée de Lie] la dérivée de Lie d’une fonction a : R™ — R dans la direction
de f: R" — R", notée L, est définie par :

Lya() =3 220 ¢ )

— ox;
Ainsi,
9Lk1 oLk1 fi(x)
Do) = @) fe) = [0 Ty |
Remarque:

o Lj(z) = afz)
e Soient 2 champs de vecteurs f et g, alors
LyLyo(x) = Jpa(z)g(2)
Lipgalz) = LyLga(z) — LyLyo(z)

—‘ Définition
[dimension] La dimension d’un ensemble de champs de vecteurs E =

{fi(z)... fu(x)}, ou fi(x) : R" — R", est la dimension de l'espace vectoriel

A(x) engendré par l’ensemble E.
Remarque: On fait la confusion entre rang et dimension.

Example:
I r1 T3 T2
fi(z) = {!L‘z] , fa2(x) = {1‘2 963] et f3(z) = {1‘2]
2 2 z3 0
o]
Si zg =0, alors A(xz) =wvect{(| 0 |)} et dim = 1.
2

O = =

o]
Si zg # 0, alors A(z) = vect{( |z2] , { ] )} et dim = 2.
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2 Commandabilité (atteignabilité, controlabilité)

Soit le systeme non-linéaire (1) (affine en la commande)

= f(z)+g(x)u= f(z)+ Zg,-(m)ui, r €R" et u e R™

=1

Définition

[Commandabilité] Un systéme est commandable ssi Vo € R, Ju tel que =
est atteignable dans un temps fini.

Théoréme (Théoréme de Commandabilité)

Le systeme (1) est commandable ssi la sous-algebre de Lie D =
{1 gm, L(E)} avec E ={g1...gm, f} est de dimension n.

linéaire :
= Ax + Bu

E ={Az,B},[B,Az] = AB
[AB, Az] = A’B, ..., A" 'B, ...
L(E) = vect{AB, A’B, ...}
suivant Cayley Hamilton :

D = {B,vect{AB,AB?, ..., A" 'B}}

dimD = rang(BAB ... A"~ B) théoréme de Kalman

3 Observabilité (distingabilité)
Soit le systeme NL (2) (affine en la commande) :

&= f(z) + g(x)u
y = h(z)

—‘ Définition

[Observabilité] Un systéme est observable si Va1, 25 € R™ 2 conditions ini-
tiales telles que z7 # x5, 3 une commande u admissible telle que les sorties
soient distinctes, Vt > to (to instant initial).
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—‘ Définition
[Espace d’observabilité] V est I'espace d’observabilité constitué de toutes les

combinaisons linéaires obtenues a partir des dérivées de Lie Ly et L, des
fonctions h;(z),j =1...p telles que y € R?

V = {hj, Lyhj, Lghj, L3h;, ... LyLghj, LyLgh;, ...}
Soit VV l'ensemble des différentielles (gradient) des éléments de V :

VYV = {Vh;,VLsh;..}

Théoréme (Théoréme d’observabilité)

Le systeme (2) est localement observable en g si dimVV(xy) = n et il
est observable si Vo € R™, dimVV(c) =n

linéaire :
&= Az + Bu= f(z)+ g(z)u
y=Cz = h(z)

V = {h(x),Lgh(x), Lyh, L3h, L2h, Ly Lgh, LyLgh ...}
V ={Cx,C.Ax(= Lgh(x)),C.B(= Lgh), CA*x(= L}h),0(= L;h),0(= LyLgh), CAB(= LyLgh)...}
VY = {C,CA,0CA%0,0,0...}
oo
CA
dimVYV = rang CA® Critere de Kalman

_CAn—l_

Remarque: 'action de la commande intervient dans 1’observabilité. Cette contrainte est

écartée dnas le cas linéaire.
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