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1 Introduction

Méta, c’est plus de 1 milliard de vidéo à compresser chaque jour. Une vidéo, c’est une
succession d’images (en couleur, full HD, 4k, ...) à 25,30, 50 ou 60 images par secondes.
Une images c’est 3 matrices (RGB) de 1920 par 1080 d’entiers sur 8, 10 ou 12 bits.

Sans codage de source, il faut 1920x1080x3x8x25 = 1,2 Gbits/s... il est donc nécessaire de
compresser les vidéos... Pour ce faire, on exploite les redondances :

— temporelles
— spatiales
— colorimétriques (entre canaux)
— statistiques

Schéma de compression vidéo de type H261 / H266 :

1.1 - compression colorimétrique (YUV)

 Y
U
V

= T

 R
G
B



T =
 0,299 0,587 0,114

−0,14713 −0,28886 0,436
0,615 −0,51498 −0,10001


On sous échantillonne ensuite les canaux U et V ( 4 :4 :4, 4 :2 :2 ou 4 :2 :0) Ce sous
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échantillonage permet déjà une compression par 2 de l’image.

1.2 - Compression spatiale (transfo)

On découpe l’image en carrés de 8x8 pixels et on exprime cette matrice dans une base plus
adapté que la base canonique. Cette nouvelle base permet d’améliorer la compression :

[
9 10

10 9

]
= 9.5

[
1 1
1 1

]
+0.5

[
0 1
1 0

]
−0.5

[
1 0
0 0

]
−0.5

[
0 0
0 1

]

1.3 - Quantification

La Quantification permet de représenter les coefficients transformés à l’aide d’un al-
phabet de taille réduite. La quantification permet de comprimer le signal mais introduit
également de la distorsion.

1.4 - Codeur entropique

La redondance statistique des coefficients transformés et quantifiés est exploitée par
un codeur entropique qui va utiliser une représentation binaire binaire à longueur va-
riable des coefficients (codes courts pour les coefficients apparaissant souvent et code
long pour ceux moins fréquents)

1.5 - Exploitation de la redondance temporelle

Enfin, afin d’exploiter la redondance temporelle, on n’encode que la différence entre
l’image 2 et la prédiction du décodage de l’image 1 (stocké dans un tampon), beaucoup de
bloc sont alors vide.

1.6 - Utilisation générale du codage de source

Le codage de source est utilisé un peu partout :
— l’audio
— le texte
— des images fixes
— des objets 3D
— données de réseaux de capteurs
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2 Codage entropique

2.1 - Source et modèles de source

On considère des signaux tels que :
— la succession des caractères d’un texte
— la succession des pixels d’une image parcourue ligne par ligne
— les échantillons successifs d’un signal audio monophonique

Ce sont des succession d’entiers appartenant à un alphabet fini. On supposera que cette
succession d’entiers à été générée par une source X à valeur dans l’alphabet X .

2.1.1 - Modèle sans mémoire

X est une suite de variables aléatoires {Xn}n∈N. La succession d’entiers à compresser est
une réalisation de cette suite. Pour une source sans mémoire, la probabilité de génération
d’un élément de X par Xn est indépendante des autres probabilités :

P(X1 = a, X2 = b)= P(X1 = a)P(X2 = b)

En général on supposera de plus que la source est stationnaire : P(Xn = a) = P(Xm = a)
pour m ̸= n, ∀a ∈X .

Pour chaque élément ai on peut définir sa probabilité associé pi = P(Xn = ai) ∀n ∈N En
prenant X = {a1, . . . ,a j}, on a la propriété suivante :

n∑
i=1

pi = 1

On introduit alors l’information associée à un symbole a ∈X :

I(a)=−log2(P(Xn = a))

On peut alors définir l’information moyenne associé à une source sans mémoire que l’on
appelle entropie de la source :

H(X )=− ∑
a∈X

P(Xn = a)log2 (P(Xn = a))
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Propriétés de l’entropie :
— Si X = {a1, . . . ,aJ} alors on a H(X )≤ log2J
— Si Y est une paire de sources X à valeurs dans X alors H(Y )= 2H(X )
— de manière générale, H(X1, . . . , Xn)= nH(X )

Lorsque les probabilités p1, . . . , p j ne sont pas connues, on peut les estimées :

p̂i = nombre de caractère égaux à ai

nombre total de caractères du texte

2.1.2 - Modèle de Markov d’ordre 1

Dans le modèle de Markov d’ordre 1, la probabilité d’apparition du symbole n ne dépend
que de la réalisation du symbole n-1 :

P(Xn = an|Xn−1 = an−1, . . . , X0 = a0)= P(Xn = an|Xn−1 = an−1)

Ainsi, on a aussi :

P(Xn = an, . . . , X0 = a0)=Πn−1
k=0P(Xn−k = an−k|Xn−k−1 = an−k−1)×P(X0 = a0)

Une source de Markov est stationnaire ou invariante dans le temps lorsque :

P(Xn = a|Xn−1 = b)= P(Xm = a|Xm−1 = b)= Pba ∀n ̸= m,∀(a,b) ∈X 2

Une source de markov d’ordre 1 invariante dans le temps peut être décrite par sa matrice
de transition :

P =

 P(Xn = a1|Xn−1 = a1) . . . P(Xn = a1|Xn−1 = an)
... . . . ...

P(Xn = an|Xn−1 = a1) . . . P(Xn = an|Xn−1 = an)

=

 p11 . . . pn1
... . . . ...

p1n . . . pnn



Propriété : La somme des éléments d’une ligne de la matrice est toujours égale à 1

Notons Π = (P(Xn = a1), . . . ,P(Xn = an)) vecteur des probabilités d’apparition de chaque
symbole de la source (vecteur des probabilités stationnaires). Ce vecteur vérifie la pro-
priété suivante :

Π=Π×P

Π est un vecteur propre à gauche de P associé à la valeur propre 1. On peut déduire un
modèle sans mémoire à partir du modèle de Markov d’ordre 1 mais pas l’inverse.
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Pour estimer P, par exemple pour un texte, il faut :

ˆpba =
nombre d’occurrence de Xn−1 = b, Xn = a

nombre d’occurrence de Xn = b
= P(Xn = a|Xn−1 = b)= P(Xn = a, Xn−1 = b)

P(Xn−1 = b)

L’entropie d’une source de Markov est :

H(x)=− ∑
(a,b)∈X 2

P(Xn = a,Xn−1 = b)log2 (P(Xn = a|Xn−1 = b))

2.2 - Codage de source

2.2.1 - Inégalité de Kraft

On considère une source X à valeurs dans X = A,B,C,D. On veut représenter les suites
de symboles générés par X. On utilise une représentation à la longueur fixe binaire :

A −→ 00 B −→ 01 C −→ 10 D −→ 11

On peut aussi utiliser une représentation à la longueur variable binaire :

A −→ 0 B −→ 10 C −→ 110 D −→ 1110

Est-ce qu’il existe une représentation optimale ? Quelles sont les contraintes à satisfaire
pour une représentation binaire ?

Définition : Un code binaire C associé à une source X d’alphabet X est une applica-
tion :

C : X −→B∗ où B= {0,1} et B∗ =B∪B2 ∪ . . .

La longueur d’un mot de code est l(c(x))=l(x) avec x ∈X

Définition : un code est non singulier si ∀x, y ∈X 2, X ̸= y⇒ c(x) ̸= c(y)

Définition : L’extension C∗ d’un code C est le code obtenue en concaténant les codes
associés à toute suite finie de symboles de X : c∗(x1, x2, x3)= c(x1)c(x2)c(x3)

Définition : Un code C est décodable de manière unique si son extension est non sin-
gulière.
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Définition : Un code C est préfixe si aucun mot de code n’est le préfixe d’un autre mot
de code

Exemple :

Singulier non singulier DDMU préfixe
A 0 0 10 0
B 0 00 00 10
C 1 1 11 110
D 1 11 110 1110

On considère une code binaire C décodable préfixe. Les longueurs l1, . . . , lJ des mots du
code satisfont l’inégalité de Kraft :

J∑
j=1

2−l j ≤ 1

2.2.2 - Inégalité de Kraft - Mc Millan

Si C est un code binaire décodable de manière unique, alors ses longueurs de mots de
codes l1, . . . , lJ satisfont :

K(c)=
J∑

j=1
2−l j ≤ 1

Voir la démo sur feuille (Par l’absurde, on montre que (K(c))n ne croit pas de manière
exponentielle suivant n)

2.2.3 - Code de longueur minimale

On considère une source X à valeur dans X . La source est sans mémoire et de vecteur
de probabilité p = (p1, . . . , pJ)T On associe un code préfixe de longueurs de mots de code
l1, . . . , lJ à X. Quelle est la longueur moyenne minimale que l’on peut obtenir ?

Longueur moyenne :

l = E(l(c(x)))=
J∑

j=1
p j l j

On cherche (l̂1, . . . , ˆlJ)= argminl1,...,lJ

∑J
j=1 p j l j
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Le code est préfixe :
∑J

j=1 2−l j ≤ 1 ⇐⇒ ∑J
j=1 2−l j −1≤ 0

On introduit le Lagrangien associé à ce problème d’optimisation sous contrainte :

L (l1, . . . , lJ ,λ) =
J∑

j=1
p j l j + λ

(
J∑

j=1
2−l j −1

)

Conditions d’optimalitées de Karush, Khun et Tucker :

{
∂L
∂l j

= 0, j = 1, . . . , J
∂L
∂λ

= 0

En fait les l j sont des entiers. On relaxe le problème en considérant les l j réels.

{
∂L
∂l j

= p j −λln(2)2−l j , j = 1, . . . , J
∂L
∂λ

=∑J
j=1 2−l j −1

On isole 2−l j :
2−l j = p j

λln(2)

On réinjecte dans la somme :

J∑
j=1

2−l j =
J∑

j=1

p j

λln(2)
= 1 ⇒ λ= 1

ln(2)

On utilise ce résultat afin d’obtenir la valeur de l̂ j :

2−l̂ j = p j ⇒ l̂ j =−log2(p j)

La longueur moyenne minimale est alors

l =
J∑

j=1
l̂ j p j =−

J∑
j=1

p jlog2(p j)= H(x)

La longueur moyenne minimale a pour borne inférieur l’entropie de la source.

Si il faut considérer des longueurs entières, on peut prendre l̃ j = ⌈−log(p j)⌉ ce qui donne :

l̃ =
J∑

j=1
p j l̃ j =

J∑
j=1

p j⌈log2(p j)⌉

or,
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−log2(p j)≤ ⌈−log2(p j)⌉ ≤−log2(p j)+1

Donc

−
J∑

j=1
p jlog2(p j)≤ l̃ ≤−

J∑
j=1

p jlog2(p j) −
J∑

j=1
p j

Finalement on a :
H(x)≤ l̃ ≤ H(x)+1

2.2.4 - Code de Huffman

On considère une source sans mémoire X de vecteur de probabilité p = (p1, . . . , pJ)T . Le
code préfixe C de longueurs de mots l1, . . . , lJ , binaire et de longueur moyenne minimale
doit être tel que :

— Si pi ≥ p j alors l i ≤ l j
— On considère les deux symboles les moins probables. Leurs mots de code ont la

même longueur.
— Si au moins deux mots de code ont la même longueur, alors il en existe deux qui

ne diffère que sur le dernier bit.

On considère X = {A,B,C,D} et p = (0,4;0,2;0,1;0,3)T

FIGURE 2.1 – Construction du code de Huffman

Algorithme de construction d’un code de Huffman :
— En entrée, on a P vecteur de probabilité
— En sortie, on a C le code (liste)

Si la longueur du vecteur est 2, on renvoie C = [0;1]

Sinon (i, j)= index_des_plus_petites_valeurs(p) (corrsond à un sort)
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p1 = [p1, . . . , pi−1, pi+ j, pi+1, . . . , p j−1, p j+1, . . . , pn]

C1 = Huffman(p1)

return C =
[
c1

1, c1
2, . . . , c1

i−1, [c1
i ,0], c1

i+1, . . . , c1
j−1, [c1

i ,1],C1
j+1, . . . , c1

n−1

]
L’algorithme de Huffman permet d’obtenir un code tel que la longueur moyenne l satisfait
H(x)≤ l < H(x)+1

Exemple : On considère une source binaire X sans mémoire telle que Pr(X = 1)= p1 =
0,999 Pr(X = 0)= p0 = 0,001 on a alors H(X) = 0,011 bits/symbole

Le code de Huffman associé à cette source : C = [0,1] −→ l = 1 bit/ symbole

On peut construire un code de Huffman pour chaque paire de bits :

— (0,0) −→ p00 = 10−6 −→ 000
— (0,1) −→ p01 = 9,99.10−4 −→ 001
— (1,0) −→ p10 = 9,99.10−4 −→ 01
— (1,1) −→ p11 = 0,998−→ 1

H2(X)= 2H(X)= 0,022 bits/symbole

l2 = 1bit/pair de symbole = 0,5 bit/ symbole de X

Plus généralement, un code de Huffman pour un M-uplets a une longueur moyenne ln
telle que MH(X)≤ ln < MH(X)+1

Soit

H(X)≤ ln

M
< H(X)+ 1

M

2.2.5 - Codes arithmétiques

(voir l’exercice "codage par plage de 0")

Représentation d’un nombre réel :

-En base 10 :

x =
∞∑

i=−∞
ai10i
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-En base 2 :

x =
∞∑

i=−∞
bi2i

Le codeur arithmétique binaire permet de coder des successions de bits générées par
une source binaire (avec ou sans mémoire). L’intervalle [0,1[ est partitionné en sous-
intervalles et un code est associé à chaque sous-intervalle.

Algorithme de codage arithmétique
— En entrée, on a X = (x1, . . . , xn) ∈BN , P(X = 0)= p0 et P(X = 1)= p1
— En sortie, on a C le code (liste)

Initialisation : l0 = 0, h0 = 1

Pour i allant de 1 à N :
— si xi = 0 :
— — l i = l i−1 ;
— — hi = l i−1 + p0(hi−1 − l i−1)
— sinon
— — l i = l i−1 + p0(hi−1 − l i−1)
— — hi = hi−1
— λ= ⌈−log2(hn − ln)⌉+1
— µ= (hn + ln)/2
— C = ⌊µ⌋λ

Exemple :

Décodeur arithmétique
— En entrée, on a c, p0, p1, N nombre de symboles de X
— En sortie, on a X = (x1, . . . , xn)

Initialisation : l0 = 0, h0 = 1

Pour i allant de 1 à N :
— Si c ∈ [l i−1; l i−1 + p0(hi−1l i−1)[
— — xi = 0
— — l i = l i−1
— — hi = l i−1 + p0(hi−1 − l i−1)
— sinon
— — xi = 1
— — l i = l i−1 + p0(hi−1 − l i−1)
— — hi = hi−1

On calcule la longueur moyenne du code généré par le codeur arithmétique.

l = ∑
x∈BN

p(x)l(x)

où l(x) est la longueur du code associé à x
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On a x =λ= ⌈−log2(hn − ln)⌉+1= ⌈−log2(p(x))⌉+1

or a ≤ ⌈a⌉ < a+1

soit
−log2(p(x))+1≤λ<−log2(p(x))+2

∑
x∈BN

p(x)(−log2(p(x))+1)≤ ∑
x∈BN

p(x)l(x)< ∑
x∈BN

p(x)(−log2(p(x))+2)

Pour une source sans mémoire :

NH(x)+1≤ l < NH(x)+2

H(x)+ 1
N

≤ l
N

< H(x)+ 2
N

Le code arithmétique est asymptotiquement optimal (N −→∞)

Il faut encore montrer que c ∈ [lN ,hN[

c ∈ [l;h[ ssi m− c ≤ h−l
2

C’est ce que l’on va essayer de prouver :

Représentation binaire de m :

m =
∞∑

i=0
mi2−i avec m0 = 0

Représentation binaire de c :

c =
λ∑

i=0
mi2−i avec m0 = 0

m− c =
λ∑

i=λ+1
mi2−i ≤

λ∑
i=λ+1

2−i
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m− c ≤
λ∑

i=0
2−λ−1−i ≤ 2−λ−1

λ∑
i=0

2−i ≤ 2−λ

or λ= ⌈−log2(hn − ln)⌉+1

donc
2−λ ≤ 2log2(h−l)−1 ≤ h− l

2

Problèmes : Cette version du codeur arithmétique

— Produit un code lorsque tous les éléments de X ont été traités −→ délais de codage
— Nécessite d’avoir une représentation en virgule flottante en précision infinie
— Nécessite de connaître P0

Imaginons qu’en cours de codage,

l i = (0,0X X X )2
hi = (0,0Y Y Y )2

Que peut-on dire de c ?

Il appartient à [lN ;hN[∈ [l i;hi[, i ≤ N

c va donc s’écrire
c = (0,0ZZZ)2

On peut alors distingué trois cas :
— cas 1 : [l i;hi[∈ [0;0.5[
— cas 2 : [l i;hi[∈ [0.5 : 1[
— cas 3 : [l i;hi[∈ [0.25;0.75[

cas 1 : [l i;hi[∈ [0;0.5[ On rajoute 0 + bits_to_follow * ’1’ à la représentation binaire de c

l i =←− 2∗ l i
hi =←− 2∗hi
bits_to_follow←− 0

cas 2 Si
l i = (0,1X X X )2
hi = (0,1Y Y Y )2

La représentation binaire de c débute par 1

Si : [l i;hi[∈ [0.5;1[
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On rajoute 1 + bits_to_follow * ’0’ à la représentation binaire de c

l i =←− 2∗ l i −1
hi =←− 2∗hi −1
bits_to_follow←− 0

cas 3 Si
l i = (0,01X X X )2
hi = (0,10Y Y Y )2

La représentation binaire de c débute nécessairement par 01 ou 10

Si : [l i;hi[∈ [0.25;0.75[

l i =←− 2∗ l i −0.25
hi =←− 2∗hi −0.25
bits_to_follow←− bits_to_follow+1

Pour finir le codage : Si lN ≤ 0.25, On rajoute 0 et bits_to_follow + 1 * ’1’ à c

Sinon, On rajoute 1 et bits_to_follow + 1 * ’0’ à c

Codage arithmétique avec mise à l’échelle
— Entrée : x, P0, N = length(x)
— Sortie : c code associé

Initialisation : l0 = 0, h0 = 1, follow = 0, c = []

Pour i = 0 à N
— Si x(i) = 0
— — l ←− l
— — h ←− l + p0(h-l)
— Sinon
— — l ←− l + p0(h-l)
— — h ←− h
— Tant que h− l ≤ 0,5
— — si [l ;h[ ∈ [0 ;0.5[
— — — l←−2*l
— — — h←−2*h
— — — c←−c + ’0’ + follow * ’1’
— — — follow ←− 0
— — Si [l ;h[ ∈ [0.5 ;1[
— — — l←−2*l-1
— — — h←−2*h-1
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— — — c←−
— — — follow ←− 0
— — Sinon
— — — l←−2*l-0.5
— — — h←−2*h-0.5
— — — follow ←− follow + 1
— fin tant que
fin pour

On peut considérer l’intervalle [l ;h[ = [0 ;2M[ au lieu de [0 ;1[, avec M entier, par exemple
M =9 pour le h264.

Les intervalles pour la mise à l’échelle seront
— [0;2N−1[←→ [0;0.5[
— [2N−2;2N−1 +2N−1[←→ [0.25;0.75[
— [2N−1;2N[←→ [0.5;1[

Toutes les opérations seront arrondie à l’entier le plus proche. Pour obtenir un codeur
arithmétique adaptatif, on estime à la volée p0

Codage arithmétique adaptatif
— Entrée : x
— Sortie : c code associé

Initialisation : l0 = 0, h0 = 1, follow = 0, c = []

Pour i = 0 à N
— P0 = N0

N0+N1
— Si x(i) = 0
— — l ←− l
— — h ←− l + p0(h-l)
— — N0 ←− N0 +1
— Sinon
— — l ←− l + p0(h-l)
— — h ←− h
— — N1 ←− N1 +1
— Tant que

— —
... même code que précédemment

Le codeur estimera P0 de la même manière à partir des bits décodés.
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2.2.6 - Code de Lempel-Ziv-Welch

Ce codeur est un codeur entropique à base de dictionnaires. On considère une source X
à valeur dans X = {A,B,C,D} et un message à coder x = (ABAABABADA)

mot index
A 0
B 1
C 2
D 3

AB 4
BA 5
AA 6

ABA 7
DA 8

Algorithme de codage LZW
— On cherche la plus grande chaîne présente dans le dictionnaire
— On émet l’index de cette chaîne
— On rajoute la chaîne suivie du premier symbole non codé au dictionnaire

On obtient alors l’encodage 0104730

Décodage LZW Le message arrive encodé mot par mot

— On commence à partir du dictionnaire de base
— On décode le message mot par mot
— A chaque mot, on complète le dictionnaire en ajoutant le caractère suivant au mot

que l’on vient de décoder

mot index
A 0
B 1
C 2
D 3

AB 4
BA 5
AA 6

ABA 7
DA 8
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3 Codage avec perte

3.1 - Introduction

On considère une source X à valeurs dans X décrite par pi = P(X= ai), ai ∈X et une
seconde source Y à valeurs dans Y décrite par pi = P(Y= ai), ai ∈Y

On va essayer de décrire la source X à l’aide de Y, de transformer X en Y

En général, X ̸=Y, pour mesurer l’écart entre X et Y, il faut introduire une mesure de distorsion

Mesure de Hamming :

dH(x, y)=
{

1 si x=y
0 si x̸= y

Mesure quadratique : d2(x, y)= (x− y)2

Mesure en valeur absolue : d1(x, y)= |x− y|

La distorsion est l’espérance de la mesure de distorsion :

D = E(d(X,Y))=∑
pid j(xi, yi) avec j la méthode de mesure de distorsion

Pour un débit donné, quelle est la distorsion minimale que l’on peut obtenir ?
Pour une contrainte de distorsion, quel est le débit minimal nécessaire ?

3.2 - Compléments de théorie de l’information

On considère une source X à valeurs dans X décrite par pi = P(X= ai), ai ∈X et une
seconde source Y à valeurs dans Y décrite par pi = P(Y= ai), ai ∈Y
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Pour les sources X et Y, on a :

H(X)=−
N∑

i=1
P(X = i) log2(P(X = i)) X = {1, . . . , N}

où I(X = i)=− log2 P(X = i) est l’information associée à X=i.

H(Y)=−
M∑

i=1
P(Y = i) log2(P(Y = i)) X = {1, . . . , M}

I(Y = j)=− log2 P(Y = j)

On introduit l’information conditionnelle :

I(X = i|Y = j)=− log2 P(X = i|Y = j)

On introduit aussi l’entropie conditionnelle :

H(X |Y )=−
N∑

i=1

M∑
j=1

P(X = i;Y = i) log2 P(X = i|Y = j)

qui mesure l’incertitude restant sur X lorsque Y est connue.

Que vaut H(Y |X ) ? Pour cela on a besoin de connaître P(Y = j|X = i)

Propriété : On a toujours H(X |Y )≤ H(X )

Démo : Calculer H(X )−H(X |Y )

Information mutuelle entre X et Y :

I(X;Y)= H(X )−H(X |Y )= H(Y )−H(Y |X )

Propriété :
I(X ;Y )≥ 0
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3.3 - Entropie différentielle

On considère une source X à valeur dans R, sans mémoire, stationnaire et de densité
de probabilité fx(x) On a :

∫ ∞

−∞
fx(x)dx = 1 E(x)=

∫ ∞

−∞
xfx(x)dx

V (x)=
∫ ∞

−∞
(x−E(x))2 fx(x)dx

On découpe la droite réelle en intervalles de taille ∆ : [i∆; (i+1)∆[, i ∈Z.

Si fx(x) est continue,

∀i, ∃xi / fx(xi)∆=
∫ i∆

(i−1)∆
fx(x)dx = Pr(X ∈ [(i−1)∆, i∆[)

(cf th des val intermédiaire)

On pose Pi = fx(xi)∆, i ∈Z

On considère la source discrète Xd, obtenue par quantification de X. Son alphabet est
Xd = {xi, i ∈Z} et Pr(Xd = xi)= Pi

On peut calculer H(Xd)

H(Xd)=−∑
i∈Z

Pi log2(Pi)=−∑
i∈Z

fx(xi)∆ log2( fx(xi)∆)

H(Xd)=−∑
i∈Z

fx(xi) log2( fx(xi))−
∑
i∈Z

fx(xi) log2(∆)

H(Xd)≈−
∫ ∞

−∞
fx(x) log2( fx(x))dx− log2(∆)

On introduit l’entropie différentielle de X :

h(X)=−
∫ ∞

−∞
fx(x) log2( fx(x)) dx (en bits)

h(X) peut être positive ou négative.
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propriété : On considère une source Y de variance σ2 et une source X gaussienne de
moyenne µ et de variance σ2.
On a :

h(Y)≤ 1
2

log2(2πexpσ2)= h(X)

Parmi les sources de variance σ2, la source gaussienne maximise l’entropie différentielle.

L’entropie conditionnelle entre deux sources continue est également infinie. On intro-
duit l’entropie différentielle conditionnelle :

h(X|Y)=−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fXY (x, y) log2( fX |Y (x|y)) dx dy

Information mutuelle de deux sources continues :

I(X;Y)= h(X)−h(X|Y)= h(Y)−h(Y|X) finie !

I(X;Y)=−
∫ ∞

−∞
fx(x) log2( fx(x)) dx+

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fXY (x, y) log2( fX |Y (x|y)) dx dy

or ∫ ∞

−∞
fXY (x, y) d y= fx(x)

d’où

I(X;Y)=−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fXY (x, y) log2

( fx(x) f y(y)
fX |Y (x|y) f y(y)

)
dx dy

I(X;Y)=−
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fXY (x, y) log2

( fx(x) f y(y)
fX ;Y (x; y)

)
dx dy

On a :
I(X ;Y )= I(Y ; X ) I(X ;Y )≥ 0 I(X ;Y )= 0 ssi X et Y sont indépendantes
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3.4 - Courbes débit-distorsion

On considère une mesure de distorsion d(x,y) et un dispositif de compression :
Le dispositif de compression peut être modélisé par une distribution conditionnelle fY |X (y|x).
La quantité minimale de bits nécessaire pour représenter X avec une distribution infe-
rieur à D est donnée par :

R(D)= min
fX |Y / E(d(x,y) < D

(I(X;Y))

propriétés : Si D1 ≥ D2, R(D1)≤ R(D2)
R(D) est décroissante.

Théorème (Shannon 1959) : Le débit minimale d’information nécessaire pour repré-
senter une source gaussienne de variance σ2, avec une distorsion inférieur à D en consi-
dérant une mesure de distorsion quadratique est :

R(D)=
{

0 si D>σ2

1
2 log2

(
σ2

D

)
si D≤σ2

On peut aussi exprimer D(R) : R = 1
2 log2

(
σ2

D

)
2R = log2

(
σ2

D

)
22R = σ2

D
D=σ2 2−2R

On a le rapport signal à bruit :

RSB= σ2

D
= 22R

En dB on a :

RSBdb = 10 log1 0(RSB)= 10 log10(22R)≈ 6.02R (dB)

Théorème : Le débit minimal d’information pour représenter un source X de variance
σ2 avec une distorsion inférieur à D est borné par :

R(D)≤ Rg(D)= 1
2

log2

(
σ2

D

)
si D≤σ2
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On a également

R(D)≥ h(X )− 1
2

log2(2πeD)

La courbe distorsion -débit peut être également encadrée :

σ2 2−2R ≥ D(R)≥ 1
2πe

2−2(R−h(x)) ≥ 22h(x)

2πe
2−2R
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4 Quantification

4.1 - Introduction

On considère une source X à valeur continue dans R décrite par fx(x) et une mesure de
distorsion quadratique.
Un quantificateur q est une fonction de R dans Z qui va associer des entiers (relatifs) à
des sous-ensembles de R.

x ∈ [bi,bi+1[⇐⇒ q(x)= i

Un quantificateur inverse q̃ est une fonction de Z dans R qui va associer des valeurs de
reconstruction (réelles) aux entiers de Z.

q̃(i)= x̃i

En combinant les deux, on obtient la fonction de quantification Q(x)= q̃(q(x)) ∈ {x̃i, i ∈Z}
Il s’agit de choisir les bi et les x̃i de manière à trouver le meilleur compromis entre débit
et distorsion. q̃(i)= (b0 +b1)/2 par exemple.

4.2 - Quantification scalaire uniforme

Un quantificateur scalaire uniforme est défini par un pas de quantification ∆

quantificateur de type mid−rise : Problème, 0 est mal représenté, l’erreur est de + ou
- ∆/2.
On peut utiliser à la place un quantificateur de type mid-tread.

Sans codage entropique, le débit (nb de bits par échantillon quantifié) est égal à R =
log2(M) où M est le nombre d’intervalles de quantification.
Si la distribution de la source est fX (x), on note

pi = Pr(X ∈ [(i−1)∆, i∆[=
∫ i∆

(i−1)∆
fX (x)dx

Le débit nécessaire pour représenter q(X) est :

H(q(X ))=−∑
i∈Z

pi log2(pi)
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Dans le cas d’un quantificateur de type mid-tread, on a :

pi = Pr(X ∈ [(i−1/2)∆, (i+1/2)∆[=
∫ (i+1/2)∆

(i−1/2)∆
fX (x)dx

Le débit nécessaire pour représenter q(X) est :

H(q(X ))=−∑
i∈Z

pi log2(pi)

On considère le cas particulier d’une quantification scalaire uniforme d’une source uni-
forme.

Soit X une source uniformément distribué sur [−Xmax, Xmax[.
On considère un quantificateur mid-rise de pas ∆ tel que 2 Xmax = M∆

Avec une mesure de distorsion quadratique, on a

D=
∫ ∞

−∞
fX (x) (x−Q(x))2 dx =

∫ Xmax

−Xmax

1
2 Xmax

(x−Q(x))2 dx

D=
M/2−1∑

k=−M/2

1
2 Xmax

∫ (k+1)∆

k∆
(x− (k+1/2)∆)2 dx

Pour calculer ∫ (k+1)∆

k∆
(x− (k+1/2)∆)2 dx =

∫ ∆/2

−∆/2
u2du =

[
u3

3

]∆/2

−∆/2
= ∆

3

12

D’où

D = 1
2Xmax

M/2−1∑
−M/2

∆3

12
= ∆

2

12

D = ∆
2

12

V ar(X )= E(X2)=
∫ ∞

−∞
x2 fX (x)=

∫ Xmax

−Xmax

1
2 Xmax

x2dx = 1
2Xmax

[
x3

3

]Xmax

−Xmax

= X2
max

3

Or

2 Xmax = M∆ d’où V ar(X )= M2∆2

12

comme D = ∆2

12 on a σ2
x = M2D soit

D =σ2
xM−2 =σ2

x 2−2R

Car pour représenter M niveaux différents, il faudra R = log2(M) bits d’où M = 2R
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4.3 - quantification non uniforme

On considère un quantificateur scalaire non uniforme. Il est défini par :
— des intervalles de quantification [bi,bi+1[, i ∈Z

q(x)= i ⇐⇒ x ∈ [bi,bi+1[
— des valeurs de reconstruction yi, i ∈Z

q̃(i)= yi, ∀i ∈Z
Avec une mesure de distorsion quadratique, comment choisir {bi}i∈Z et {yi}i∈Z ?

4.3.1 - Conditions d’optimalité / Algorithme de Lloyd-Max

On suppose que X est décrite pas fX (x)

D=
∫ ∞

−∞
fX (x) (x−Q(x))2 dx = ∑

i∈Z

∫ bi+1(x−yi)2 fX (x)dx

bi

Pour que D soit minimale, il faut que :

∂D
∂yi

= 0 =⇒ ∂

∂yi

∫ bi+1

bi

(x− yi)2 fX (x)dx = 0

soit

−2
∫ bi+1

bi

(x− yi) fX (x)dx = 0

yi

∫ bi+1

bi

fX (x)dx =
∫ bi+1

bi

x fX (x)dx

yi =
∫ bi+1

bi
x fX (x)dx∫ bi+1

bi
fX (x)dx

= E (X |X ∈ [bi,bi+1[)

De plus

∂D
∂bi

= 0 =⇒ ∂

∂bi

[∫ bi

bi−1

(x− yi)2 fX (x)dx+
∫ bi+1

bi

(x− yi)2 fX (x)dx
]

=⇒ (bi − yi−1)2 fX (bi) − (bi − yi)2 fX (bi)= 0

On suppose que fX (bi) ̸= 0

=⇒ (bi − yi−1)2 − (bi − yi)2)= (2 bi − yi − yi−1) (− yi−1 + yi)= 0

=⇒ bi = yi−1 + yi

2

Les bornes des intervalles de quantification sont au milieu des valeurs de reconstruction.
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Algorithime de Lloyd-Max :
— Entrée :

— fX (x) ddp de la VA à quantifier
— M nombre de valeurs de reconstruction

— Sorties :
— {bi}i=1,...,n bornes des intervalles de quantification
— {yi}i=1,...,M valeurs de reconstruction

Initialisation : {y(0)
i }{b(0)

i } initialisés à partir d’un quantificateur uniforme

Pour n = 1 à N :

— y(n)
i =

∫ b(N−1)
i+1

b(N−1)
i

x fX (x) dx

∫ b(N−1)
i+1

b(N−1)
i

fX (x) dx
i = 1, . . ., M

— b(n)
i = yn

i−1+y(n)
i

2 i = 1, . . ., M-1
— b(n)

0 =−∞ b(n)
N =∞

L’intégrale est calculée numériquement (quad en Matlab). Cet algorithme converge vers
un minimum local de la distorsion.

4.3.2 - Performances asymptotiques

On considère une source X de ddp fX (x). On réalise une quantification non uniforme de
cette source avec un grand nombre de niveaux de quantification.

q(x)= i ⇐⇒ x ∈ [bi,bi+1[

On pose ∆i = bi+1 −bi taille du i-ème intervalle de quantification.
Pr (x ∈ [bi,bi+1[)= ∫ bi+1

bi
fX (x)dx

Lorsque ∆i est petit, on peut supposer que yi = bi+bi+1
2 et Pr (x ∈ [bi,bi+1[)≈ fX (x) dx

On considère une mesure de distorsion quadratique :

D =
∫ ∞

−∞
(x−Q(x))2 fX (x) dx =

M−1∑
i=0

∫ bi+1

bi

(x− yi)2 fX (yi) ∆i dx

D =
M−1∑
i=0

fX (yi)∆i

∫ bi+1

bi

(x− yi)2 dx

or
∫ bi+1

bi
(x− yi)2 dx =

[
u3

3

]∆i
2
−δi

2
= δ3

i
12

donc

D =
M−1∑
i=0

(
∆3

i

12

)
fX (yi)= 1

12

M−1∑
i=0

α3
i

On pose α3
i =∆3

i fX (yi)
On a αi =∆i f 1/3

X (yi)
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M−1∑
i=0

∆i f 1/3
X (yi)≈

∫ ∞

−∞
f 1/3

X (x) dx = cst

Ainsi on a
∑M−1

i=0 αi = cst

On introduit le Lagrangien :

L (α1, . . . ,αM −1,λ)= 1
12

M−1∑
i=0

α3
i +λ

(
M−1∑
i=0

αi −C

)

{
∂L
∂αi

= 1
4α

2
i +λ= 0 ∀ i = 0, . . . , M−1∑M−1

i=0 αi = C

Tous les αi sont identiques, on a donc
∑M−1

i=0 αi = Mα= ∫ ∞
−∞ f 1/3

X (x) dx d’où α= 1
M

∫ ∞
−∞ f 1/3

X (x) dx

On réinjecte dans D :

D = 1
12

M−1∑
i=0

(
1
M

)3
(∫ ∞

−∞
f 1/3

X (x) dx
)
= 1

12M2

(∫
. . .

)3

Sans codage entropique, on a M = 2R donc :

D = 1
12

(∫ ∞

−∞
f 1/3

X (x) dx
)3

2−2R

Asymptotiquement, D évolue en 2−2R , quelle que soit la distribution de la source.
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5 Codage prédictif

5.1 - Prédiction linéaire optimale à 1 pas

On considère une suite de variables aléatoires centrées (stationnaire) {X i} dont on
connaît la fonction d’auto-corrélation :

γx(k)= E (X i Xk+i) ∀i

On a γX (0)= E (X i X i)=σ2
X

On a aussi γX (k)≤ γX (0), ∀k
On peut estimer γx(k) à partir d’un ensemble {x1, . . . , xK } mesures :

γ̂B
x (k)= 1

N

N−K∑
i=1

xi xk+i éstimateur biaisé

γ̂B
x (k)= 1

N −K

N−K∑
i=1

xi xk+i éstimateur non biaisé

On suppose avoir codé X1, . . . , Xn−1. On cherche maintenant à compresser Xn. Pour ça,
on utilise un prédicteur :

X̂n = f (Xn−1, . . . , X1)

Lorsque f est un prédicteur linéaire à 1 pas, f (Xn−1, . . . , X1)=αXn−1 avec α un paramètre
de réglage.
On cherche alors α qui minimise

ϵ(α)= E(
(Xn − X̂n)2)= E(

(Xn −αXn−1)2)
ϵ(α)= E(Xn)2 −2αE(Xn Xn−1)+α2E(X2

n−1)

ϵ(α)= γx(0)−2αγx(1)+α2γx(0)

On cherche à minimiser ϵ(α) :

∂ϵ(α)
∂α

=−2γx(1)+2αγx(0)= 0

soit
α̂= γx(1)

γx(0)
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Lorsque le signal est très corrélé, les échantillons successifs se ressemblent :
γx(1)≈ γx(0) et α̂≈ 1
Lorsque le signal est peu corrélé, les échantillons successifs se ressemble peu :
γx(1)≈ 0 et α̂= 0

On a ϵ(α̂)= γx(0)−2γ2
x(1)
γx(0) +

(
γx(1)
γx(0)

)2
γx(0) soit

ϵ(α̂)= γ2
x(0)−γ2

x(1)
γx(0)

= E(
(Xn − X̂n)2)

Or, D =σ22−2R .
Sans codage prédictif : D = γx(0)2−2R

Avec codage prédictif : D = γ2
x(0)−γ2

x(1)
γx(0) 2−2R

En pratique :
— On calcule X̂n = α̂Xn−1
— On obtient En = Xn − X̂n
— On quantifie En et on obtient Ẽn (au recepteur)
— On reconstitue X̃n = Ẽn + α̂X̃n−1

Avec ce schéma, l’erreur de quantification s’accumule. Pour résoudre ce problème, on
implante un décodeur au niveau du codeur de manière à remplacer la première étape
par :

— On calcul X̃n = α̂X̃n−1

On a alors Xn − X̃n = En − Ẽn bruit de quantification au niveau du n-ième échantillon de
l’erreur de prédiction.

5.2 - Prédiction linéaire à p pas

On cherches à prédire Xn à l’aide de Xn−1, . . . , Xn−p. On utilise un prédicteur linéaire :

X̂n =
p∑

i=0
ai Xn−i = âT X n

Avec âT = (a1, . . . ,an) X T
n = (Xn−1, . . . , Xn−p)

On cherche donc âT tel que :

âT = argminaE
(
(Xn − X̂n)2)

or
E
(
(Xn − X̂n)2)= E(

(Xn − âT Xn)(Xn − âT Xn)T
)

= E(X2
n)−aTE(X nXn)−E(XnXn

T)a+aTE(XnXn
T)a
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On a :
E(X2

n)= γx(0)
E(XnXn)= E(

Xn−1Xn, . . . , Xn−p Xn
)T = (

γx(1), . . . ,γx(p)
)= c

E(XnX T
n )=

Xn−1Xn−1 . . . Xn−1Xn−p
... . . . ...

Xn−p Xn−1 . . . Xn−p Xn−p

=

γx(0) . . . γx(p)
... . . . ...

γx(p) . . . γx(0)

= R

Ainsi, on a :
E
(
(Xn − X̂n)2)= γx(0)−aT c− cTa+aTR a

∂E((Xn − X̂n)2)
∂a

= 0=⇒ Râ = c

Lorsque R est inversible, on a : â = R−1c

On a alors pour a = â :

E
(
(Xn − X̂n)2)= γx(0)− cTR−1c
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6 Codage par transformées

6.1 - Introduction

Un signal audio échantillonné à une fréquence très supérieure à la fréquence de Ny-
quist présente des échantillons fortement corrélés temporellement.
Une image acquise avec une résolution élevée à des pixels voisins également corrélés. Le
codage par transformée cherche à exprimer :

— Des vecteurs du signal audio
— des blocs de pixels de l’image

dans la base qui permet d’obtenir une représentation compacte (un nombre restreint de
coefficients).

6.2 - Transformation Linéaire

On considère une base de
— Rn pour les signaux audio
— Rn∗n pour les images

U =
{
u1, . . . ,uN

}
avec N = n ou N = n∗n

On considère le cas de signaux audio ( de Rn)

6.2.1 - Transformée inverse :

s =
n∑

i=1
ui ∗ ti =U ∗ t

Avec U = [u1, . . . ,un] et t = (t1, . . . , tn)T
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6.2.2 - Transformée direct :

t =U−1s

Pour une transformation unitaire, on a :

∀i, j i ̸= j uT
i u j = 0

∀i, uT
i ui = 1

Pour une transformée unitaire, on a :

UT U =U UT = I

De plus, la transformée directe :

ti =< ui, s >= uT
i s soit t =UT s

Et la transformée inverse :
s =U t

Théorème : On considère une transformée unitaire U et t =UT s Alors :

< t, t >=< s, s >
L’énergie est conservée par la transformée unitaire.

Un bloc de n*n pixels peut être réécrit comme un vecteur de n2 éléments. Pour une
transformer ce vecteur, on a besoin d’une matrice U de n2 x n2 éléments.
La complexité de calcul d’une transformée directe ou inverse est de O(n4).
Une transformée séparable est une transformée unitaire qui s’applique sur les lignes puis
sur les colonnes du bloc de n*n pixels.
Si U ∈ Rn∗n est une transformée séparable qui s’applique sur un bloc s ∈ Rn∗n de pixels
alors le bloc transformé t ∈Rn∗n s’écrit :

t =UT s U

et la transformée inverse s’écrit :

s =U t UT

Avec une transformée séparable, la complexité de transformation directe ou inverse est
O(n3)

UT s
transp−−−−−→ sT U

∗UT

−−−→UT sT U
transp−−−−−→UT s U
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6.3 - Transformée optimale

On cherche la transformée permettant de compacter au mieux l’énergie du vecteur à
transformer. La transformée de Karhunen- Loève permet d’atteindre cet objectif.
On introduit R

s
= E(ssT), la matrice d’auto-corrélation de s.

Les vecteur de base de la KLT ( Karhunen- Loève transform) satisfont :

R
s

u
k
=λk u

k
k = 1, . . . ,n

Les vecteurs de base de la KLT sont les vecteur propres de R
s
. Cette transformée est

optimale, mais ses vecteurs de base dépendent du signal à compresser.

On considère le problème de restriction de base :
— A Matrice de transformation directe
— B Matrice de transformation inverse

On calcul alors t = A s On ne garde que les m premières composantes de t, les autres sont
mises à 0 pour obtenir t̃ = Im t avec Im = diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0) avec m 1.

On calcule ŝ = B∗ t̃
On introduit

Jm = 1
n
E

(
n∑

i=1
(si − ŝi)2

)
= Tr ((I −B Im A)Rs(I −B Im A))

On cherche les matrices A et B qui minimisent Jm m = 1, . . . ,n.

Théorème : Les matrices A et B qui minimisent Jm sont :

A =ΦT B =Φ AB = I

Où Φ est la matrice formée des vecteurs propres de Rs rangés par ordre décroissant des
vecteurs propres.

Prop :

DA(B)= ∂Tr(B)
∂A i j

DA(AB)= BT DA(ABAT)= ABT + AB

DA(CABATD)= CTDT ABT+DCAB Tr(AB)= Tr(BA) Tr(A+B)= Tr(A)+Tr(B) Tr(AT)= Tr(A)

Ainsi on a :

Jm = Tr(Rs)−Tr(B Im A Rs)−Tr(Rs AT Im BT)+Tr(B Im A Rs AT Im BT)

Jm = Tr(Rs)−2Tr(A Rs B Im)+Tr(B Im A Rv AT Im BT)

or
∂Jm

∂A
= 0−2 Im BT Rs + Im BT B ImARs + Im BT B Im A Rs = 0
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=−2 Im BT (I −B Im A)Rs

On reprend le critère :

Jm = Tr(Rs ( I −B Im A)T)−Tr(B Im A Rs(I −B Im A)T)

= Tr ((I −B Im A)Rs)−Tr
(
AT Im BT(I −B Im A)Rs

)
On en déduit ainsi :

Jm = Tr ((I −B Im A)Rs) et Im BT = Im BT B Im A

Lorsque m = N on veut Jn = 0 d’où I −BA = 0=⇒ A = B−1 On remplace alors :

Im BT = Im BT BImB−1

Im BT B = Im BT B Im

On en déduit que BTB est diagonale. On sait également que A = B−1.
Dans le critère, si on remplace B par DB avec D une matrice diagonale, le critère Jm reste
de valeur identique. On choisit D de manière à ce que BT B = I et A = BT On peut alors
réécrire le critère :

Jm = Tr
(
(I − AT Im A)Rs

)
= Tr (Rs)−Tr(AT Im A Rs)

On cherche A qui maximise

J
′
m = Tr(AT Im A Rs)= Tr(Im A Rs AT)=

m∑
k=1

aT
k Rsak où akest la k-ième colonne de AT

On cherche donc à maximiser
m∑

k=1
aT

k Rsaksous contrainte que aT
k ak = 1, ∀k = 1, . . . , N

On construit donc le Lagrangien :

L (a1, . . . ,am,λ1, . . . ,λm)=
m∑

k=1
aT

k Rsak +
m∑

k=1
λk

(
aT

k ak −1
)

∂L

∂ak
= 2 Rs ak −2λk ak = 0−→ Rs ak =λk ak

ak est un vecteur propre de Rs associé à la valeur propre λk

J
′
m =

m∑
k=1

aT
k λk ak =

m∑
k=1

λk

J
′
m est maximisée en prenant les vecteurs propres associées aux k valeurs propres les

plus élevées.
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6.4 - Mise en oeuvre de la KLT pour un signal 1D

1. Découper le signal en K blocs de taille n : x1, . . . , xk

2. Calculer R̂s = 1
K

∑K
k=1 xkxT

k

3. Calculer les vecteurs propres φ1, . . . ,φN de R̂s rangés par valeur propre décrois-
sante.

4. Construction de A à partir des lignes φi
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7 Méthode d’apprentissage pour la
compression

On considère un vecteur ou une matrice x. On considère une fonction d’analyse qui va
permettre d’obtenir une représentation Latente y de x :

y= g
a

(
x,φa

)
où φ

a
est un vecteur de paramètres entraînable.

On quantifie ensuite y : ŷ=Q(y).
A partir de ŷ, on utilise une fonction de synthèse, qui va permettre d’obtenir

x̂ = g
s

(
ŷ,φ

s

)
où φs est un vecteur entraînable.
g

a
et g

s
peuvent être implantées par des réseaux de neurones. φ

a
et φ

s
contiennent les

poids de ces réseaux.
Pour pouvoir entraîner le réseau de neurones, on a besoin d’une base d’entraînement et
de définir une fonction coût. On peut considérer la distorsion :

D = Ex≈px

(
d(x, x̂)

)
Si la mesure de distorsion d est quadratique :

D = Ex≈px

(
||x− g

s

(
Q

(
g

a

(
x,φa

))
,φs

)
||2

)

R = Ex≈px

(
− log2 P ŷ

(
Q

(
g

a

(
x,φa

))))
C’est une approximation de ŷ.
La fonction coût doit tenir compte des deux aspects.

L =D+λR = . . .

A cause de la quantification, ∂L
∂φ

a
est nul presque partout.
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On considère yi la i-ème composante de y et un quantificateur de type mid-tread de pas
1.
ŷi = round(yi), où round est l’arrondi à l’entier le plus proche. A partir de py, on peut en
déduire p̂y

p ŷ(n)= Pr( ŷ= n)=
∫ n+1/2

n−1/2
py(t) dt = py ∗rect[−1/2;1/2](n)

On introduit ỹi = yi +∆yi où ∆yi est uniformément distribué sur [-1/2 ; 1/2].

p ỹi = pyi ∗U ([−1/2;1/2])

où U([−1/2;1/2]) est une distribution uniforme sur [-1/2 ;1/2].

p ỹi (n)= p ŷ(n), ∀n ∈Z

On se sert de p ŷ pour calculer une approximation du débit et une approximation de L .

L = Ex,∆y

(
||x− g

s

(
g

a

(
x,φ

a

)
+∆y,φ

s

)
||2

)
+λEx,∆y

(
− log2 P ỹ

(
g

a

(
x,φ

a

)
+∆y

))
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