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1 I Introduction

Méta, c’est plus de 1 milliard de vidéo a compresser chaque jour. Une vidéo, c’est une
succession d’images (en couleur, full HD, 4k, ...) a 25,30, 50 ou 60 images par secondes.
Une images c’est 3 matrices (RGB) de 1920 par 1080 d’entiers sur 8, 10 ou 12 bits.

Sans codage de source, il faut 1920x1080x3x8x25 = 1,2 Gbits/s... il est donc nécessaire de
compresser les vidéos... Pour ce faire, on exploite les redondances :

— temporelles

— spatiales

— colorimétriques (entre canaux)
— statistiques

Schéma de compression vidéo de type H261 / H266 :

RGB YUV Transfo Quantification Cﬂﬂe.lll‘
entropique e (0100110

1.1 - compression colorimétrique (YUV)

Y R
U |=T|G
\% B

T=| -0,14713 -0,28886 0,436

0,299 0,587 0,114
0,615 -0,51498 -0,10001

On sous échantillonne ensuite les canaux U et V (4 :4 4, 4 :2 :2 ou 4 :2 :0) Ce sous
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échantillonage permet déja une compression par 2 de I'image.

1.2 - Compression spatiale (transfo)

On découpe I'image en carrés de 8x8 pixels et on exprime cette matrice dans une base plus
adapté que la base canonique. Cette nouvelle base permet d’améliorer la compression :

01 10 00
cos] 0 2] 0] 0] -0s[ 0 0]

1.3 - Quantification

La Quantification permet de représenter les coefficients transformés a I'aide d’un al-
phabet de taille réduite. La quantification permet de comprimer le signal mais introduit
également de la distorsion.

1.4 - Codeur entropique

La redondance statistique des coefficients transformés et quantifiés est exploitée par
un codeur entropique qui va utiliser une représentation binaire binaire a longueur va-
riable des coefficients (codes courts pour les coefficients apparaissant souvent et code
long pour ceux moins fréquents)

1.5 - Exploitation de la redondance temporelle

Enfin, afin d’exploiter la redondance temporelle, on n’encode que la différence entre
I'image 2 et la prédiction du décodage de I'image 1 (stocké dans un tampon), beaucoup de
bloc sont alors vide.

1.6 - Utilisation générale du codage de source

Le codage de source est utilisé un peu partout :
— Tlaudio
— le texte
— des images fixes
— des objets 3D
— données de réseaux de capteurs



2 I Codage entropique

2.1 - Source et modeles de source

On considere des signaux tels que :
— la succession des caracteres d'un texte
— la succession des pixels d’'une image parcourue ligne par ligne
— les échantillons successifs d'un signal audio monophonique
Ce sont des succession d’entiers appartenant a un alphabet fini. On supposera que cette
succession d’entiers a été générée par une source X a valeur dans I'alphabet &'.

2.1.1 - Modele sans mémoire

X est une suite de variables aléatoires {X,},cn. La succession d’entiers a compresser est
une réalisation de cette suite. Pour une source sans mémoire, la probabilité de génération
d’un élément de & par X, est indépendante des autres probabilités :

P(X1=0a,X9=b0)=P(X1=a)P(X2=0)

En général on supposera de plus que la source est stationnaire : P(X, =a) = P(X,, =a)
pour m #Zn,VaeX.

Pour chaque élément a; on peut définir sa probabilité associé p; = P(X, =a;) VYneNEn
prenant & ={a1,...,a;}, on a la propriété suivante :

n
Y pi=1
i-1

On introduit alors I'information associée a un symbole a € & :

‘I(a) = —logy(P(X,, = a))

On peut alors définir I'information moyenne associé a une source sans mémoire que ’'on
appelle entropie de la source :

H(X)=- ) P(X,=a)logy(P(X,=a))
aeX




Propriétés de I’entropie :
— Si% ={ay,...,a } alors on a H(X) < logyJ
— SiY est une paire de sources X a valeurs dans & alors H(Y) =2H(X)
— de maniere générale, H(X1,...,X,)=nH(X)

Lorsque les probabilités p1,...,p; ne sont pas connues, on peut les estimées :

A

pi= nombre total de caractéres du texte

nombre de caractere égaux a a;

2.1.2 - Modeéle de Markov d’ordre 1

Dans le modeéle de Markov d’ordre 1, la probabilité d’apparition du symbole n ne dépend
que de la réalisation du symbole n-1 :

PX,=a,lXy-1=0ap-1,...,X0=0a0) =P(X, =aplX,-1=0ap-1)

Ainsi, on a aussi :

P(Xp=an,....,X0=0a0) =1} _{P(Xn_t = @np|Xn—p-1=an_p-1) x P(Xo = ao)
Une source de Markov est stationnaire ou invariante dans le temps lorsque :
PX,=alX,-1=b)=PX,, =a|Xm-1=b)=Pp, VYn#m,V(a,b)ex?

Une source de markov d’ordre 1 invariante dans le temps peut étre décrite par sa matrice
de transition :

PX,=a1lXp-1=0a1) ... PX,=0a1lXn-1=0ap) P11 --- Pl
P= : : = e
P(Xn:aann_lzal) P(Xn =an|Xn_1 :an) Pin --- DPnn

Propriété : La somme des éléments d’'une ligne de la matrice est toujours égale a 1

Notons Il = (P(X, =a1),...,P(X,, =ay)) vecteur des probabilités d’apparition de chaque
symbole de la source (vecteur des probabilités stationnaires). Ce vecteur vérifie la pro-
priété suivante :

O=IxP

IT est un vecteur propre a gauche de P associé a la valeur propre 1. On peut déduire un
modeéle sans mémoire a partir du modele de Markov d’ordre 1 mais pas I'inverse.



Pour estimer P, par exemple pour un texte, il faut :

R nombre d’occurrence de X,,_1=56,X,=a PX X b) PX,=a,X,.1=b)
= = =qQ 1= =
Pba nombre d’occurrence de X, =b " n-l P(X,_1=0)

L'entropie d’'une source de Markov est :

H(x)=- Z P(X, =a,X,-1="0b)logy(P(X, =alX,-1=0))
(a,b)ex?

2.2 - Codage de source

2.2.1 - Inégalité de Kraft

On considére une source X a valeurs dans & = A,B,C,D. On veut représenter les suites
de symboles générés par X. On utilise une représentation a la longueur fixe binaire :

A—-00 B—-01 C—-10 D-11

On peut aussi utiliser une représentation a la longueur variable binaire :

A—-0 B—-10 C—110 D-—1110

Est-ce qu’il existe une représentation optimale ? Quelles sont les contraintes a satisfaire
pour une représentation binaire ?

Définition : Un code binaire C associé a une source X d’alphabet & est une applica-
tion :
C:Z—DB" ou B={0,1} et B*=BuB’uU...

La longueur d’'un mot de code est 1(c(x))=1(x) avec x € &

Définition : un code est non singulier si Vx,y € Z2, ’X #Zy=cx)#c(y) ‘

Définition : L'extension C* d'un code C est le code obtenue en concaténant les codes
associés a toute suite finie de symboles de & : ¢*(x1,x9,x3) = c(x1)c(x2)c(x3)

Définition : Un code C est décodable de maniére unique si son extension est non sin-
guliére.




Définition : Un code C est préfixe si aucun mot de code n’est le préfixe d'un autre mot
de code

Exemple :

Singulier | non singulier | DDMU | préfixe
A 0 0 10 0
B 0 00 00 10
C 1 1 11 110
D 1 11 110 1110

On considere une code binaire C décodable préfixe. Les longueurs /1,...,/; des mots du
code satisfont I'inégalité de Kraft :

J
Y olisz1
j=1

2.2.2 - Inégalité de Kraft - Mc Millan

Si C est un code binaire décodable de maniere unique, alors ses longueurs de mots de
codes /1,...,l s satisfont :

J
K(e)=Y 27l <1
j=1

Voir la démo sur feuille (Par ’absurde, on montre que (K(c))" ne croit pas de maniére
exponentielle suivant n)

2.2.3 - Code de longueur minimale

On considere une source X a valeur dans &'. La source est sans mémoire et de vecteur
de probabilité p = (p1,..., ps)T On associe un code préfixe de longueurs de mots de code
l1,...,l7 aX. Quelle est la longueur moyenne minimale que I'on peut obtenir ?

Longueur moyenne :

~ J
I=El(cx)) =) pjl;
=1

.....



Le code est préfixe : 2;7:1241 <l < 23.7:12_11 -1<0
On introduit le Lagrangien associé a ce probleme d’optimisation sous contrainte :
J J
Ly, W) = Yopil; o+ AfY. 27h-1
j=1 j=1

Conditions d’optimalitées de Karush, Khun et Tucker :

En fait les /; sont des entiers. On relaxe le probleme en considérant les /; réels.

% =p;—-Mn@2)27%,  j=1,..,J
%-5L,2-1

On isole 2705 :

P
AMn(2)
On réinjecte dans la somme :
J J .
1. pj 1
2 lJ = — 1 = A/ —
J; J; Aln(2) In(2)

On utilise ce résultat afin d’obtenir la valeur de lAj :

A

27l=p; = [j=-logyp,)

La longueur moyenne minimale est alors

- J J
= Z lipj=- Z pjloge(p;) = H(x)
Jj=1 j=1

La longueur moyenne minimale a pour borne inférieur I’entropie de la source.
Si il faut considérer des longueurs entiéres, on peut prendre l~j = [~log(p ;)] ce qui donne :
5 J 5 J
l:ijljZ pjflogg(pjﬂ
j=1 J=1

or,



—loga(p;) < [-logy(p )1 < —loge(p;) +1
Donc
J . J J
— > pjlogy(pj)<l<-3 pjlogs(p)) - Y pj
=1 =1 =1

Finalement on a :

Hix)<l<Hx)+1

2.2.4 - Code de Huffman

On considére une source sans mémoire X de vecteur de probabilité p = (p1,...,pJ)T. Le
code préfixe C de longueurs de mots /1,...,l, binaire et de longueur moyenne minimale
doit étre tel que :

— Sip;=pjalorsl; <l;

— On considere les deux symboles les moins probables. Leurs mots de code ont la
méme longueur.

— Si au moins deux mots de code ont la méme longueur, alors il en existe deux qui
ne differe que sur le dernier bit.

On consideére & ={A,B,C,D} et p= (0,4;0,2:0,1;0,3)T

A
0,4
0 A:0
B B:100
' 0
= C:101
¢ — D:11
0.1 1
0,5
D 1
0,3

FIGURE 2.1 — Construction du code de Huffman

Algorithme de construction d’un code de Huffman :
— En entrée, on a P vecteur de probabilité
— En sortie, on a € le code (liste)

Si la longueur du vecteur est 2, on renvoie € =[0;1]

Sinon (i,)) = index_des_plus_petites_valeurs(g) (corrsond a un sort)



PL=[P1, s Pic1,PitjsPit1s+sDj—1>Dj+1s--+sPn)
%6, = Huffman(p!)

_|.1 1 1 1 1 1 1 1 1
return € = 01,02,...,ci_1,[ci,0],ci+1,...,cj_l,[cl.,1],CJ.+1,...,cn_1

Lalgorithme de Huffman permet d’obtenir un code tel que la longueur moyenne 1 satisfait
Hx)<l<Hx)+1

Exemple : On considére une source binaire X sans mémoire telle que Pr(X =1)=p1 =
0,999 Pr(X=0)=po=0,001 on a alors H(X) = 0,011 bits/symbole

Le code de Huffman associé a cette source : € =[0,1]1 — [ = 1 bit/ symbole
On peut construire un code de Huffman pour chaque paire de bits :

— (0,0) = poo =107 - 000

— (0,1) = po1 =9,99.107% - 001

— (1,0) = p10=9,99.10"* - 01

— (1,1) > p11=0,998 -1
H2(X) = 2H(X) = 0,022 bits/symbole

L9 = 1bit/pair de symbole = 0,5 bit/ symbole de X

Plus généralement, un code de Huffman pour un M-uplets a une longueur moyenne 1n
telleque MHX)<[l,<MHX)+1

Soit

HX) < ]l‘—l <HX)+ %

2.2.5 - Codes arithmétiques

(voir I'exercice "codage par plage de 0")

Représentation d'un nombre réel :

-En base 10 :

m .
x= Z a;10
1=—00
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-En base 2 :

m .
X = Z biZL
i=—00

Le codeur arithmétique binaire permet de coder des successions de bits générées par
une source binaire (avec ou sans mémoire). Lintervalle [0,1[ est partitionné en sous-
intervalles et un code est associé a chaque sous-intervalle.

Algorithme de codage arithmétique
— Enentrée, on a X = (x1,...,%,)€BY, P(X =0)=po et P(X =1) = p;
— En sortie, on a € le code (liste)

Initialisation : [ =0, hg=1

Pouriallantde1 a N :

— six; =0

— —li=1i;

— —hi=li1+pothi-1—1;-1)
— sinon

— —li=li1+pothi-1—1i-1)
— —hi=hi

— A=T[-logy(h, -l )1 +1
— u=(h,+1,)2
— C=lulx

Exemple :

Décodeur arithmétique
— En entrée, on a ¢, po, p1,N nombre de symboles de X
— En sortie, on a X =(x1,...,%,)

Initialisation : [g=0, hg=1

Pouriallantdel1 a N :
— Sice[l;—1;li—1+polhi—1li—1)

— —x;=0

— —li=li

— —h;=li1+polhi-1—1i-1)
— S1non

— —x;=1

— — ;=1 1+polhi—1-1;-1)
— —hi=hi

On calcule la longueur moyenne du code généré par le codeur arithmétique.

I=Y p@i)

xeBN

ou [(x) est la longueur du code associé a x
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Onax=A=[-logy(h, —1,)1+1=T-logy(p(x)]+1
ora<[al<a+1

soit
—logs(p(x)) +1 < A < —logs(p(x)) +2

Y pa)-loga(p@)+1)< Y p@Ix)< Y. plx)(-logy(p(x))+2)

xeBN xeBN xeBN

Pour une source sans mémoire :

NH(x)+1<I<NH(x)+2

1 1 2
H —=<—<H —
(x)+N<N< (x)+N

Le code arithmétique est asymptotiquement optimal (N — oco)

I1 faut encore montrer que c € [y, AN[

ce[l;h[ssim—cshT_

o~

C’est ce que 'on va essayer de prouver :

Représentation binaire de m :

m;27" avec mo=0

e

m =
1=0
Représentation binaire de c :
A .
c= Z m;27" avec mg=0
1=0
A , A
m-c= Z m;27' < Z 27!
1=A+1 i=A+1

12



A A
m—c<y 274 <ol N g <974
i=0 =0

or A=[-logg(h, —1,)1+1

donc
2—1 < zlogz(h—l)—l < h _l

Problemes : Cette version du codeur arithmétique

— Produit un code lorsque tous les éléments de X ont été traités — délais de codage
— Nécessite d’avoir une représentation en virgule flottante en précision infinie
— Nécessite de connaitre Py

Imaginons qu’en cours de codage,

1;=(0,0XXX)s
hi =(0,0YYY)s

Que peut-on dire de c?
Il appartient a [In;An[e[l;;hil,i <N

¢ va donc s’écrire
c=(0,0ZZ2),

On peut alors distingué trois cas :
— cas 1:[l;;h;[€][0;0.5]
— cas 2:[l;;h;[€[0.5:1]
— cas 3 :[I;;h;[€[0.25;0.75[

cas 1:[/;;h;[€[0;0.5[ On rajoute 0 + bits_to_follow * ’1’ a la représentation binaire de ¢

li =—2% li
h,; =—2x* hi
bits_to_follow < 0

cas2 Si
[;=(00,1XXX)s

h;=(0,1YYY)s

La représentation binaire de ¢ débute par 1

Sic:[l;;h;[€10.5;1]

13



On rajoute 1 + bits_to_follow *’0’ a la représentation binaire de ¢

li =—2x% li -1
hi =—2x% hi -1
bits_to_follow — 0

cas3 Si
1; =(0,01XXX)y

h;=(0,10YYY)q

La représentation binaire de ¢ débute nécessairement par 01 ou 10
Sic:[l;;h;[€[0.25;0.75]
li =—2x li -0.25

hi =—2x hi -0.25
bits_to_follow < bits_to_follow + 1

Pour finir le codage : Si [y <0.25, On rajoute O et bits_to_follow + 1 *’1’ac

Sinon, On rajoute 1 et bits_to_follow + 1 ¥’0’a ¢

Codage arithmétique avec mise a I’échelle
— Entrée : x, Py, N = length(x)
— Sortie : ¢ code associé

Initialisation: [(=0, ho=1, follow=0,c=1]

Pouri=0aN
—Six()=0
——1<1

— —h <1+ po(th-l)
— Sinon

— — 114+ poh-l)
——h<h

— Tant que h—-1<0,5

— —ssi[l;h[ €[0;0.5[
———12%

— — —h<2%h

— — —c—c+ 0" + follow *’1’
— — —follow < 0

— —Si[I;h[ € [0.5;1]

— — —1<2%-1

— — —h<2%h-1

14



- ce—
— — —follow < 0

— — Sinon

— — —1-2%1-0.5

— — —h<2*h-0.5

— — — follow — follow + 1
— fin tant que

fin pour

On peut considérer lintervalle [1;h[ = [0;2M[ au lieu de [0;1[, avec M entier, par exemple
M =9 pour le h264.

Les intervalles pour la mise a I’échelle seront

— [0;2V~1[«—[0;0.5]

— [2N-2;2N-1 4 oN-1[[0.25;0.75]

— 2V 52N —[0.5;11
Toutes les opérations seront arrondie a I’entier le plus proche. Pour obtenir un codeur
arithmétique adaptatif, on estime a la volée py

Codage arithmétique adaptatif
— Entrée : x
— Sortie : ¢ code associé

Initialisation: [y=0,h¢=1, follow=0,c=1]

Pouri=0aN
—Six(i)=0
——1<1

— —h <1+ pph-])
——Nyg—Np+1
— Sinon

— —1 <1+ poh-l)
——h<h
——N1<—N1+1
— Tant que

— — : méme code que précédemment

Le codeur estimera Py de la méme maniére a partir des bits décodés.
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2.2.6 - Code de Lempel-Ziv-Welch

Ce codeur est un codeur entropique a base de dictionnaires. On considére une source X
a valeur dans & ={A,B,C,D} et un message a coder x =(ABAABABADA)

mot | index
A 0
B 1
C 2
D 3
AB 4
BA 5
AA 6
ABA 7
DA 8

Algorithme de codage LZW

— On cherche la plus grande chaine présente dans le dictionnaire

— On émet l'index de cette chaine

— On rajoute la chaine suivie du premier symbole non codé au dictionnaire
On obtient alors I’encodage 0104730

Décodage LZW Le message arrive encodé mot par mot

— On commence a partir du dictionnaire de base

— On décode le message mot par mot

— A chaque mot, on compléte le dictionnaire en ajoutant le caractére suivant au mot
que 'on vient de décoder

mot | index
A 0
B 1
C 2
D 3
AB 4
BA 5
AA 6
ABA 7
DA 8

16



3 | Codage avec perte

3.1 - Introduction

On considere une source X a valeurs dans & décrite par p; = P(X=a;), a;€ %X etune
seconde source Y a valeurs dans % décrite par p; =P(Y=a;), a;€¥

On va essayer de décrire la source X a 'aide de Y, de transformer X en Y

En général, X # Y, pour mesurer I’écart entre X et Y, il faut introduire une mesure de distorsion

Mesure de Hamming :
1 si x=y
0sixzy

dp(x,y)= {

Mesure quadratique : da(x,y) = (x — y)?

Mesure en valeur absolue : di(x,y)=|x—y|

La distorsion est I'espérance de la mesure de distorsion :

D =FEdX,Y)) = Z pidj(x;,yi) avec j la méthode de mesure de distorsion

Pour un débit donné, quelle est la distorsion minimale que 1’'on peut obtenir?
Pour une contrainte de distorsion, quel est le débit minimal nécessaire ?

3.2 - Compléments de théorie de 'information

On consideéere une source X a valeurs dans & décrite par p;, =PX=a;), a; €% etune
seconde source Y a valeurs dans % décrite par p; =P(Y=a;), a;€¥

17



Pour les sources X et Y,on a:

N
HX) = —ZP(X =1)logs(P(X =1)) X ={1,...,N}
=1

ou I(X =i)=—logy P(X =1) est 'information associée a X=i.

M
H(Y)=-Y P(Y =d)logo(P(Y =i)) & ={1,...,M}
i=1

I(Y = j)=—logy P(Y =)

On introduit l'information conditionnelle :

I(X =ilY =j)=-logyg P(X =ilY =)

On introduit aussi ’entropie conditionnelle :

N M
HX|Y)=-Y Y P(X=i;Y = D)logy P(X = i[Y = j)
i=1j=1

qui mesure l'incertitude restant sur X lorsque Y est connue.

Que vaut H(Y |X)? Pour cela on a besoin de connaitre P(Y = j|X =1i)

Propriété : On a toujours H(X|Y) < H(X)

Démo: Calculer HX)-H(X]|Y)

Information mutuelle entre X et Y :

IX;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)-H(Y|X)

Propriété :
I(X;Y)=0

18



3.3 - Entropie différentielle

On considére une source X a valeur dans R, sans mémoire, stationnaire et de densité
de probabilité f,(x) On a :

foo frx)dx=1 E(x) = foo xfp(x)dx

Vi) = f (e B2 fo()da

On découpe la droite réelle en intervalles de taille A : [{A;(i + 1A[, i € Z.

Si f(x) est continue,

iA
Vi, Jx; / fx(xi)A:f

fr(x)dx =Pr(X el[(i — 1)A,iAl)
(i-DA

(cf th des val intermédiaire)
On pose P; = fy(x;)A, i1€Z

On considére la source discréete X;, obtenue par quantification de X. Son alphabet est
Xyg={xi,icZ}et Pr(Xy=x;)=P;

On peut calculer H(Xy)

HXg)=-Y Pilogy(P) =Y fu(xi)Alogy(fr(x;)A)
ieZ ieZ

H(Xg)=— ) felx)loga(fe(xi)) = Y fulxi)logy(A)

ieZ ieZ

HXy) = —f fr(x)logo(fr(x))dx —loge(A)

On introduit ’entropie différentielle de X :

h(X) = - f " £u(@) Togy(fo(x) dx (en bits)

h(X) peut étre positive ou négative.
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propriété : On considére une source Y de variance o2 et une source X gaussienne de

moyenne u et de variance o2,

Ona:

1
h(Y) < 5 logy(2exp o) = h(X)

Parmi les sources de variance 2, la source gaussienne maximise I'entropie différentielle.

L'entropie conditionnelle entre deux sources continue est également infinie. On intro-
duit 'entropie différentielle conditionnelle :

hXIY) = — f f Fxy G, logy(Fxiy (xly)) dax dy

Information mutuelle de deux sources continues :

IX;Y) = h(X) - ~(X]Y) = h(Y) - h(YIX) finie!

IX;Y) = - f £ logo(fu(x) dx + f f Fxy () logo(Fxiy (xly)) da dy

or oo
f fxy(x,y) dy = fr(x)
dou £ £ ()
o0 o0 2 X y
IXY)=— 1 4 ) dx d
( ) -[—oo f—oofXY(x Plog fxiy xly) fy(y) vy
IX:Y) = - f h f ~ frr(x,y) logy (M) dx dy
—oco J—00 fX;Y(x;y)
Ona:

IX;Y)=1(Y;X) I(X;Y)=0 I(X;Y)=0ssiXetY sontindépendantes
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3.4 - Courbes débit-distorsion

On considere une mesure de distorsion d(x,y) et un dispositif de compression :
Le dispositif de compression peut étre modélisé par une distribution conditionnelle fy x(y|x).
La quantité minimale de bits nécessaire pour représenter X avec une distribution infe-
rieur a D est donnée par :

R(D) = min IXY))
fxy / Ed(x,y) <D

propriétés: SiD{=Dy, R(D1)<R(D>)
R(D) est décroissante.

Théoreme (Shannon 1959) : Le débit minimale d’information nécessaire pour repré-
2

senter une source gaussienne de variance g“, avec une distorsion inférieur a D en consi-
dérant une mesure de distorsion quadratique est :

0 siD>og?2

% log, (%) siD<o?

R(D):{

On peut aussi exprimer D(R): R = % log, (%)

2
2R = log, (% )
2
2% =5
D=2 92k

On a le rapport signal a bruit :
2
o
RSB = — = 2%
D
EndBona:

RSB = 10 log; O(RSB) = 10 log;,(22%) ~6.02R  (dB)

Théoreme : Le débit minimal d’'information pour représenter un source X de variance

o? avec une distorsion inférieur 4 D est borné par :

02

1 :
R(D)SRg(D)=§10g2(E) si Dso?

21



On a également

R(D)=h(X)- %10g2(2neD)

La courbe distorsion -débit peut étre également encadrée :

1 22h(x)
0_2 2—2R >DR)> — 2—2(R—h(x)) > 2—2R

2me 2me
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4 I Quantification

4.1 - Introduction

On considere une source X a valeur continue dans R décrite par f,(x) et une mesure de
distorsion quadratique.
Un quantificateur q est une fonction de R dans Z qui va associer des entiers (relatifs) a
des sous-ensembles de R.

X € [bi,bi+1[<:> q(x) =1

Un quantificateur inverse ¢ est une fonction de Z dans R qui va associer des valeurs de
reconstruction (réelles) aux entiers de Z.

g =%;

En combinant les deux, on obtient la fonction de quantification Q(x) = G(q(x)) € {%;, i € Z}
Il s’agit de choisir les b; et les X¥; de maniére a trouver le meilleur compromis entre débit
et distorsion. §(i) = (by + b1)/2 par exemple.

4.2 - Quantification scalaire uniforme

Un quantificateur scalaire uniforme est défini par un pas de quantification A

quantificateur de type mid —rise : Probleme, 0 est mal représenté, 'erreur est de + ou
- A/2.
On peut utiliser a la place un quantificateur de type mid-tread.

Sans codage entropique, le débit (nb de bits par échantillon quantifié) est égal a R =
logy(M) ou M est le nombre d’'intervalles de quantification.
Si la distribution de la source est fx(x), on note
A
pi=Pr(X el(i-1A,iAl= [x(x)dx
GE-1A

Le débit nécessaire pour représenter q(X) est :

H(qg(X))=-)_ pilogy(p;)
ieZ
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Dans le cas d’'un quantificateur de type mid-tread, on a :

(i+1/2)A

pi=Pr(X el[(i-1/2)A,G + 1/2)Al= fx(x)dx
(i-1/2)A

Le débit nécessaire pour représenter q(X) est :

H(g(X))=-)_ pilogy(p;)
i€z

On consideére le cas particulier d'une quantification scalaire uniforme d'une source uni-

forme.

Soit X une source uniformément distribué sur [—X 405, Xmaxl.
On considére un quantificateur mid-rise de pas A tel que 2 X,,ax = MA

Avec une mesure de distorsion quadratique, on a

Xmax

(x—Qx)?dx

D- f Fx () (- Q)2 dar = f

—Xmax 2 Xmax

(x—(k+1/2)A)2 dx

D=3

k=—M/2 2 Xmax

M/2-1 1 (B+DA
Ji

Pour calculer

(E+1)A A/2 31802 A3
f (x—(k+ 1/2)A)Y dx :f wldu=|=— el
kA —A/2 3 l_ap 12
Dot M/2-1 A3 2
1 THA A
D= - _ =
2X max 70 12 12
AZ
12
oo Xmax 1 1 x3 Xmax X2
Var(X) = E(X?) = f 2y (x) = f P = x _Xnas
-0 fX _Xmax 2 Xmax 2.Xmax 3 _Xmax 3
Or
M?2A2
2 Xmax = MA d’Ofl Var(X) = 12

2 .
comme D = % on a 02 = M?D soit

_ 2472 _ 2 9-2R
D=oM*=0;2

Car pour représenter M niveaux différents, il faudra R = logy(M) bits d’out M = 28
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4.3 - quantification non uniforme

On considére un quantificateur scalaire non uniforme. Il est défini par :
— des intervalles de quantification [b;,b;41[, 1 € Z
qx) =i <= x€lb;,b;1l
— des valeurs de reconstruction y;, i € Z
Gi)=y;, VieZ
Avec une mesure de distorsion quadratique, comment choisir {b;};c7 et {y;}iez?

4.3.1 - Conditions d’optimalité / Algorithme de Lloyd-Max

On suppose que X est décrite pas fx(x)
bi1(x—y;)? fx(x)dx

D= f fx(@)(x-Q)?dx =Y

iezJb;

Pour que D soit minimale, il faut que :

oD 0 b;+1
= — f (x—v)?fx(x)dx=0
0yi 0y; Jb;
soit
bi+1
—Zf (x—y))fxx)dx=0
b;+1 b;+1
yifb fx(x)dx zf x fx(x)dx
fbbliﬂx fx(x)dx
bil fx(x)dx
De plus
oD 0 bi biv1
— =0 = — [f (x—yi)2fX(x)dx+f (x—yi)zfX(x)dx
0b; 0b; [Jv,_, b;

= (b; — yi-1)° fx(b;) — (b; — y)* fx(b;)=0
On suppose que fx(b;)#0
— (bi—yi-1)? — (b; — y))=@2b; — ;i — yi-1) (- yi_1+y)=0

:bi:yt 12 Yi

Les bornes des intervalles de quantification sont au milieu des valeurs de reconstruction.
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Algorithime de Lloyd-Max :
— Entrée :
— fx(x) ddp de la VA a quantifier
— M nombre de valeurs de reconstruction
— Sorties :
— {b;}i=1,..,» bornes des intervalles de quantification
— {yi}i=1,..,m valeurs de reconstruction
Initialisation : {yEO)}{b(iO)} initialisés a partir d’'un quantificateur uniforme

Pourn=1aN;
s -1
f(xll) x fx(x) dx
— ygn):Wi=l,...,M
f(z+1 b fX(x) dx

(n)
— o= % i=1,..., M-1

(n) (n) _
— b, —00 bN =

Llntegrale est calculée numériquement (quad en Matlab). Cet algorithme converge vers
un minimum local de la distorsion.

4.3.2 - Performances asymptotiques
On considere une source X de ddp fx(x). On réalise une quantification non uniforme de
cette source avec un grand nombre de niveaux de quantification.
qix)=i<=x€lb;,b;41l

On pose A; = b1 —b; taille du i-eme intervalle de quantification.
Pr(xelb;,bj1D) = fb”ii“ Fx(x)dx
Lorsque A; est petit, on peut supposer que y; = bigﬁ et Pr(xelb;,b;11]) = fx(x) dx

On considere une mesure de distorsion quadratique :

M-1 by

D= f (-QWP fxw dx= Y. [ a=3? o) & dx

i=0

M-1 bi1
D= Z fX(yi)Aiﬁ (x—y,;)z dx
1=0 i

NJ|<I>7 NJ|‘~.'.>
Il
r—Al >
pol~do

or fbbi”l(x—yi)2 dx = [%3]
donc

1=0

=Mg( )fx(yz =i2MZ

On pose oc A3 x(yi)
Onaa;= A f)]é/?)(yl
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Z A; 1/3(3/1)~f f3(x) dx = cst

Ainsion a ZMO a; =cst

On introduit le Lagrangien :

1 M- M-1
.Sf(al,...,aM—l,?L)——zZ (Z ai—C)
=0 =0

L -1a?+1=0 Vi=0,.., M-1
Yitai=C

Tous les @; sont identiques, on a donc Y ¥ 1 a; = Ma = [ F3 ) dx dota = 57 [0 f3(x) dx

On réinjecte dans D :

LS ([ e as) - [

Sans codage entropique, on a M = 2F donc :

= l (j‘m f1/3(x) dx)3 2—2R
12 () o’ X

Asymptotiquement, D évolue en 272 quelle que soit la distribution de la source.
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5 | Codage prédictif

5.1 - Prédiction linéaire optimale a 1 pas

On considére une suite de variables aléatoires centrées (stationnaire) {X;} dont on
connait la fonction d’auto-corrélation :

Yx(k) =E(X;Xp4i) Vi

Onayx(0)=EX; X;)= Ui
On a aussi yx(k) <yx(0), Vk
On peut estimer y,(k) a partir d’'un ensemble {x1,...,xx} mesures :

YB

1 N-K

Ve (R)=— Z X; Xp.; éstimateur biaisé
N =1
1 N-K

)= N-K l:zi x

VR

i Xp4+; éstimateur non biaisé

On suppose avoir codé X7i,...,X,-1. On cherche maintenant a compresser X,. Pour ca,
on utilise un prédicteur :
X, =fXnp-1,...,X1)

Lorsque f est un prédicteur linéaire a 1 pas, f (X, -1,...,X1) = aX,,—1 avec a un parametre
de réglage.
On cherche alors @ qui minimise

e(@) = E((X, — Xp)?) =E((Xp - aXp-1)?)
e(@) = E(X,)? - 2aE(X,, X,—1)+a’E(X2 )
e(@) = ¥x(0) — 2ay(1) + a®y,(0)

On cherche a minimiser e(a) :

de(a) B B
Fya 2y,(1)+2ay,(0)=0
soit D
< Yx
T Y0
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Lorsque le signal est tres corrélé, les échantillons successifs se ressemblent :
Yx(D=y,(0)et@a=1

Lorsque le signal est peu corrélé, les échantillons successifs se ressemble peu :
Yx()=0et@=0

2 2
On a e(@) = y,(0)— 2% (“‘”) 72(0) soit

2 2
. (0)—yz(1) .
e(@) = YQCYTY;C =E(X, - X%
X
Or, D = g2272k,
Sans codage prédictif : D = y,(0)272F

20002
¥x(0) Yx(1)2—2R

Avec codage prédictif : D = 72(0)

En pratique :

— On calcule X, = ¢X,_1

— Onobtient E, =X, - X,

— On quantifie E,, et on obtient E,, (au recepteur)

— On reconstitue X, =E, +aX,_1
Avec ce schéma, l'erreur de quantification s’accumule. Pour résoudre ce probleme, on
implante un décodeur au niveau du codeur de maniére a remplacer la premiére étape
par:

— Oncalcul X,, =aX,_1

On a alors X, — X,, =E, — E,, bruit de quantification au niveau du n-iéme échantillon de
Perreur de prédiction.

5.2 - Prédiction linéaire a p pas

On cherches a prédire X, a 'aide de X,,_1,...,X,_,. On utilise un prédicteur linéaire :
Xn= Zaan—i =a )—(n
i=0

AvecdT =(a1,...,an) XF=Xp-1,..,Xn-p)
On cherche donc 67 tel que :

A

al = argmin,F (X, ~-X,)?)

or
E (X~ Xn)?) = E((Xn - 8" X)X, - 47X

=EX2)-a"EX,Xn) - EX, X, Na + o "EX, X, Na
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Ona:
E(X2) =7,(0)
EXnXn) = E(Xn-1Xns s XnopXn) | = (12D, v2(p)) = ¢

Xn—an—l Xn_an_p Yx(O) )/x(p)
EXnX,) = : : =+ . : [=R
XnpXn1 .. XppXnp Y<(p) ... 7«(0)

Ainsi,on a:
E((Xn X)) =7:(0)-aTc-cTa+a"R a

oF -X,)?
(Xn Xn)):O: Ra=c
Oa = -

Lorsque R est inversible,on a : |4

SN
I
1%
L
Ie}

On a alors poura =4 :

E((X,—Xn)?) =70 -c"R ™'
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6 | Codage par transformées

6.1 - Introduction

Un signal audio échantillonné a une fréquence trés supérieure a la fréquence de Ny-

quist présente des échantillons fortement corrélés temporellement.
Une image acquise avec une résolution élevée a des pixels voisins également corrélés. Le
codage par transformée cherche a exprimer :

— Des vecteurs du signal audio

— des blocs de pixels de I'image
dans la base qui permet d’obtenir une représentation compacte (un nombre restreint de
coefficients).

6.2 - Transformation Linéaire

On considere une base de
— R” pour les signaux audio
— R™*" pour les images
%:{ﬂ,...,u_N} avec N=nouN=n+*n

On considere le cas de signaux audio ( de R")

6.2.1 - Transformée inverse :

n
§:ZEi*ti:g*£

Avec U =[u;,...,u,l et t=(t1,...,tn)7
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6.2.2 - Transformée direct :

t=U""s
Pour une transformation unitaire, on a :
Vi,j i#j uju;=0
Vi, ul u, =

Pour une transformée unitaire, on a :
u'u=uu’=I
De plus, la transformée directe :

ti=<u,s>=u; s soit §:QT§

Et la transformée inverse :

L'énergie est conservée par la transformée unitaire.

Un bloc de n*n pixels peut étre réécrit comme un vecteur de n? éléments. Pour une
transformer ce vecteur, on a besoin d’'une matrice U de n? x n? éléments.
La complexité de calcul d’'une transformée directe ou inverse est de O(n?).
Une transformée séparable est une transformée unitaire qui s’applique sur les lignes puis
sur les colonnes du bloc de n*n pixels.
Si U € R™" est une transformée séparable qui s’applique sur un bloc s€ R™*" de pixels
alors le bloc transformé te R™*" g’écrit :

[HESY
1]
IS
N
Il»
lis

et la transformée inverse s’écrit :

1)
1l
Il
1+
Il
|

Avec une transformée séparable, la complexité de transformation directe ou inverse est

O(n?)

«UT

trans = transp
ul's—=s"u—Uu"s"u—=U"

e
I
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6.3 - Transformée optimale

On cherche la transformée permettant de compacter au mieux 1’énergie du vecteur a
transformer. La transformée de Karhunen- Loéve permet d’atteindre cet objectif.
On introduit R = E(ss”), 1a matrice d’auto-corrélation de s.

Les vecteur d?]goase de la KLT ( Karhunen- Loéve transform) satisfont :

R u :/lkgk k=1,...,n

—s —

Les vecteurs de base de la KLT sont les vecteur propres de R . Cette transformée est
—s

optimale, mais ses vecteurs de base dépendent du signal 4 compresser.

On considere le probleme de restriction de base :
— A Matrice de transformation directe
— B Matrice de transformation inverse
On calcul alors t = A s On ne garde que les m premiéres composantes de ¢, les autres sont
mises a 0 pour obtenir t= I, t avec I, =diag(l,...,1,0,...,0) avec m 1.
On calcule § =B« { o o
On introduit

J, = %E(i(&' —gi)2) =Tr((I-B Im A)Ry(I-B Im A))
i=1

On cherche les matrices A et B qui minimisent /,, m=1,...,n.

Théoréme : Les matrices A et B qui minimisent </, sont :

A=0T B=0 AB=]

Ou @ est la matrice formée des vecteurs propres de R rangés par ordre décroissant des

vecteurs propres.

Prop :

T r(B)
0A;;
DA(CABA™D)=CTDTABT+DCAB Tr(AB)=Tr(BA) Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B)

Da(B) = DAs(AB)=BT  D,(ABAT)=ABT + AB

Ainsion a :

I =Tr(Rs)—Tr(BIm A R,)—Tr(Rs AT Im BT)+Tr(BIm A Ry AT Im BT)
Jn =Tr(Rs)—2Tr(AR; BIm)+Tr(BIm AR, AT Im BT)

or
0Jm

H:0—2ImBTRs+ImBTBImARS+ImBTBImARs=0
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=—2Im BT (I-BIm A)R;

On reprend le critere :
I =Tr(Rs (I-BIm A)Y)—Tr(BIm A R;(I-B Im A)")
—Tr((I-BIm A)R,)-Tr (AT ImBTU-BIm A)Rs)

On en déduit ainsi :

Jn=Tr(I-BImAR;) e ImB'=ImBTBImA

Lorsque m = N on veut J, =0 d'oit ] —BA =0 = A = B~! On remplace alors :
Im BT =1m BT BImB™
ImBT"B=Im BT BIm

On en déduit que BT B est diagonale. On sait également que A =B~ L.

Dans le critere, si on remplace B par DB avec D une matrice diagonale, le critere </,, reste
de valeur identique. On choisit D de maniére a ce que BT B=1 et A = BT On peut alors
réécrire le critere :

J, =Tr ((I —AT Im A)Rs) —Tr(R,)—Tr(AT Im A R,)

On cherche A qui maximise
, m
J,, = Tr(AT Im A Ry)=Tr(Im AR, ATy = Z aZRsak ou apestla k-iéme colonne de AT
k=1
On cherche donc a maximiser

m
Z agRsaksous contrainte que a,f ar=1, Vk=1,...,N
k=1

On construit donc le Lagrangien :

m m
ZLa1,...,qmA1,. ., Am) = Z a{Rsak + Z Ap, (agak - 1)
k=1 k=1

0L
—=2Rs ak—2/1k ak:O—>Rs ak:/lk ar
oay,

aj, est un vecteur propre de R associé a la valeur propre Ay

m

m
I, = Zaz/lkakzzak
k=1 k=1

/ . ., .,
J,, est maximisée en prenant les vecteurs propres associées aux k valeurs propres les
plus élevées.
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6.4 - Mise en oeuvre de la KLT pour un signal 1D

1. Découper le signal en K blocs de taille n : x1,...,xp

2. CalculerR sz 1xkxk

3. Calculer les vecteurs propres ¢1,...,¢n de & rangés par valeur propre décrois-
sante. o

4. Construction de A a partir des lignes ¢;
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7 I Méthode d’apprentissage pour la
compression

On consideére un vecteur ou une matrice x. On considere une fonction d’analyse qui va
permettre d’obtenir une représentation Latente y de x :

y=8, [x:0a)

ou ﬂl est un vecteur de parametres entrainable.
On quantifie ensuite y : § = Q(y).
A partir de y, on utilise une fonction de synthese, qui va permettre d’obtenir

i=g,(3.0)

ou ¢ est un vecteur entrainable.

g, et 8, peuvent étre implantées par des réseaux de neurones. % et QS contiennent les
poids de ces réseaux.

Pour pouvoir entrainer le réseau de neurones, on a besoin d’'une base d’entrainement et
de définir une fonction cofit. On peut considérer la distorsion :

D =E yxp, (d(x,%))

Si la mesure de distorsion d est quadratique :

C’est une approximation de 3.
La fonction cofit doit tenir compte des deux aspects.

L=9+AR=...

A cause de la quantification, 2 est nul presque partout.

76&
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On considére y; la i-éme composante de y et un quantificateur de type mid-tread de pas
1.

9i =round(y;), ou round est 'arrondi a I'entier le plus proche. A partir de p,, on peut en
déduire p,

n+1/2

pi(n)=Pr(§=n)= f | py(0dt=p srectizm(n)
B

On introduit 7; = y; + Ay; ou Ay; est uniformément distribué sur [-1/2; 1/2].

Dy =Py, *U(-1/2;1/2])
ou U([-1/2;1/2]) est une distribution uniforme sur [-1/2;1/2].

py(n)=p3n), VneZ

On se sert de pj pour calculer une approximation du débit et une approximation de £.

=By, .0 0.0 ) )1y [Py g [s,) -2
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