Mathématiques pour la modélisation et la simulation :
Partie 1 : Distributions

Pierre-Antoine Comby d’apres le cours de Cécile Durieux
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1 Introduction limites des fonctions et approche physique

du blabla

2 Distributions : définition et exemples

—‘ Définition

Soit F un espace de "bonne fonction". on considere :

T F—RouC
o< T, 0 >=T(p)

On dit que T est une fonctionnelle.

Quelles sont les contraintes sur ¢?

2.1 Ensemble des "bonnes" fonctions
—‘ Définition

Soit D I’ensemble des fonctions de R — K qui sont :
o C™®

e & valeur nulle en dehors d’'un intervalle borné (le support)

Remarque: On dit que ¢ € D sont a support borné ou le support est le plus petit intervalle fermé en
dehors du quels ¢ est nulle.

e D#( (cf. TD)
e D est un espace vectoriel

o Vk € N, est bornée C! intégrable .

2.2 Distribution
—‘ Définition

[Distribution] On appelle distribution toute fonctionnelle 7' : D — K | linéaire et
continue.

L’espace des distribution de D est noté D’.

Remarque: T continue :

D D T, o T
V(©n)nen € mﬂpe = <1, >m< , Q>



2.3 Convergence dans D

—‘ Définition

une suite (¢, )neny € D converge vers ¢ € D si :

e les supports de ¢ sont contenus dans un méme ensemble borné indépendant de
n.

e toutes les dérivée de @, converge uniformément vers les dérivée de ¢

2.4 Exemple

2.4.1 Distribution réguliére de D’

L

Rappel

1
loc

fonctions de R dans K intégrable (en valeur absolue) sur tout [a,b] de R

L' fonctions intégrable sur R entier.

L£? fonctions de carré intégrable sur R (fonction & "énergie finie")

— les distributions peuvent étre vues comme une généralisation des fonctions :

—‘ Définition

Distribution réguliére : A toute fonction f € L} on associe la distribution Ty telle
que : Vo € D
+00
<Tpe>= [ f@)e()ds =< f.o>
—0o0
Démonstration:

e existence :

@ € D donc :

< [ i@l
<llolke [ 17@)lda

| S S——
existe

e linéarité : par propriété de I'intégrale

cvu

e continuité : Soit (¢n)ney € D —— v € D.

b
< fopn>= < fip> 1< [ If@)le(e) - @ldr

b
< 0 = #llook [ 1£(@)lda
—,_0/ a

n—+oo existe




2.4.2 Distribution singuliére

Définition

Une distribution est singuliére si elle n’est pas réguliere (ie issue d’une fonction £} )

Exemple: Distribution de Dirac

D —K
<6, >2 (0)

3 Opération élémentaire sur les distributions

3.1 Addition, Multiplication
Proposition
V1T, € D’,Val, as €R
Yo €D :
< Ty +adTh, o >= a1 <Ti,p > tag <Th,p >

Remarque: Par définition on a donc que < T, ¢ > est une forme bilinéaire de D un espace vectoriel.

3.2 Translation
—‘ Définition

. R—K
Smtf:{ 2 f(x)

Il en est de méme pour une distribution 7' € D', Vo € D :

Alors on note la translatée de fen a : f,:x— f(x —a)

<Toyp>E< T, p_q >

Classiques :

Cas d’une distribution réguliere T’ :

<Ta,p > =< Tfu‘)o—a >
+oo

— [t + ayds

~
= [ st - e

=< Tfa,go >

Distribution de Dirac : < 04,0 >=<6,p_q >= p(z + a)|z=0 = ¢(a)

Peigne de Dirac : LLLI2 Y §, dou < LLLI,p >= 3 ¢(n) (Cv car support borné)
nezZ nez



3.3 Retournement

—‘ Définition

R—K
Pour les distributions :

Soit f : Alors on note le retournement de f : f_ : x — f(—x)

<T_,op>=<T,0o_ >

Remarque:

e SiT =T, T_=1Tf_

e on généralise donc aussi la notion de parité :
oI =T:<T,op—p_>=0
oI =-T:<T,p+¢_>=0

3.4 Conjugaison

—‘ Définition

R—K
x— f(z)
Pour les distributions :

Soit, f : Alors on note la conjuguée de f f*:xz+— f*(x)

<T* o>=<T,p" >*

3.5 Dilatation

—‘ Définition

. R— K _ _
Soit f: v f(z) Alors on note : fq) : v+ f(ar)
Pour les distributions : 1
< T(a)v(p >= ‘a’ < Tv@(&) >




Distribution réguliéere

Proposition
Dans le cas ou T' = T
<T > = 1 <T (1) >
(a): P = = ‘a’ P a

1 oo

== [ t@ew/ayda
la] J—oo

= flau)p(u)du
laf J—oo

=< Tf(a) , >

3.6 Produit
Remarque: !! Le produit de 2 distribution n’existe pas forcément.

—‘ Définition

Soit 6 € C* Alors Vo € D,VT € D’ :

A
<£7;,<p>—<T,9<p>
€D’

Distribution réguliére
Proposition
Pour T'=T7 On a :

< 0T, >=<Ty,0p>

+o00
~ [ 1@ pla)da
— 00 N — N~
E‘Clloc €D
QTf = Tgf

3.7 Convergence dans D’

Définition

Une suite (T},) € D’ converge simplement dans D' si: V¢ € D, (< Ty, ¢ >)nen converge
dans K. on appelle < T, ¢ > cette limite et on montre que que 7' € D’ ( dur!)




Proposition

Pour T;,, ——— T on démontre que :
n—+o0o

vk e N,TF) — 7(*)

n—-+o00

On peut permuter limite et dérivée sans souci pour les distributions.

Exemple:

de = Qiee_x/%g(x) =0 s

4 Dérivation
4.1 Définition, Propriété

—‘ Définition

La dérivée d'une distribution est une distribution : 7€ D’ on a T’/T™ Yy € D :

<T,p>=—<T,¢ >

<T0), o > (—1)) < T, o0 >

Proposition

e Linéarité, produit fonction.distribution

e Soit # € C™ : (0T) =6'T + 6T’

e On dit que T est une primitive de S ssi 77 = S

Remarque: 7" = 0 <= T = (%'

4.2 Exemple et application
E‘oposition

Soit f € £}, .dérivable et f' € L} alors :

loc

<Tp, o >=<Tp,p >

Démonstration:

+oo
<The>=-<Tpd> == [ f@@@de = [-f@e@IZ+ [ F@ps =<Tpe>



4.2.1 Echelon d’Heavyside
Proposition

On pose Vo € D :

Soit par abus de notation :

19
o

Démonstration: < Tl >= — < Ty, 0 >= [ ¢/ (v)dz = (0) =< 6, >

4.2.2 Distribution de dirac
Proposition

Dérivée : <, o >=— < d,¢ >= —¢/(0)
Dérivée n-iéme : < 6 ¢ >= (_1)n¢(n)(0)

Relation : 26’ = —§

Démonstration:

<zl ,po>=<08 10>

:—<(5,(£17§0)/>
=—<b0,p>—<bx0 >
= —¢(0)

xd = —4§

4.3 Dérivée d’une fonction continue

Définition

Soit f une fonction C! sauf en & = ¢, ol elle est ni dérivable ni continue.
C’est une discontinuité de 1°7 espéce et on pose : ag = f(07) — f(07)

Proposition
Soit f avec une discontinuité de 1°" espece en zo On note Ty la distribution
associée & f’ 1a ou la dérivée au sens des fonctions existe. et on pose :

(Tf), = T{f/} + 00(5270




Démonstration: Yo € D

<Tpo>=—<Tp¢ >= _m; f(x)y (z)dx — I+OO f(x)y (z)dx
— (@@t [ P - (@l + [ f@pta)ds

=< T{f/},tp > 400 < 0, >

Remarque: Pour plusieurs discontinuités : f' = {f'} + > 040s,
i

5 Convolution

5.1 Convolution de deux fonction
—‘ Définition

Soit f, g deux bonnes fonctions : leur produit de convolution est :

'JFOO

ha) = (F+9)@) = [ fwgle = y)dy

— 00

Remarque: Les conditions d’existence sont démontrées en TD

E'oposition

o fgec Ll = frgeL!
o f,g€ L' = fxg existe.
e Commutatif, Linéaire

e f g sont a support bornées = f x g a support bornée.

5.2 convolution de deux distribution

On étend la notion de produit de convolution aux distribution pour coincider avec les fonction générant
les distribution régulieres :

—‘ Définition

Soit S, T € D'sous réserve d’existence :

< ST, p>=<8(x),<T(y),p(x+y) >>=< S(x)T(y), p(x +y) >

Proposition

Pour les distribution réguliére on a :

Ty Ty = Thug




Démonstration:

<TpxTy,0>=< f(x), < g(y),plx+y) >>
o()

or o) = [ getatuidy_= [ ole—a)el)i:

—00 2=2+Y J—o00o

+oo “+oo
<Tr*xTy,o>= /_OO /_Oo f(z)g(z — x)dx p(2)dz

(fx9)(2)

Donc: <Tr*Ty,0>=<Tfsg,0>
Tf *T, = Tf*g

5.3 Existence

Les fonctions a support borné / nulle a gauche / nulle & dorite réduisent les bornes des intégrales, de
méme pour les distributions :

—‘ Définition

Soit w un ouvert de R et T' € D’.
- On dit que T est nulle sur w si Vi € D au support inclus dans w on a : < T, >= 0.
- Le support de T est un fermé ,complémentaire de la réunion de tous les ouverts ou

T est nulle.

Exemple:
e Le support de § est {0}
e Le support de up est RT

Condition d’existence de S+ 7T :

Méme si ¢ est a support borné sur R, ¢(z + ) n’est pas pour autant & support borné sur R?
cf slide , faire le schéma

E‘oposition
Le produit de convolution (S * T') existe si :
e S et T sont telles que (x + y) bornés = z,y bornés
e S ouT est asupport borné (ie € £ ) alors S« T € &’

e Si S et T sont a support borné a gauche/ droite.

Démonstration: preuve graphique en dessinant les support des fonctions auxquelles s’applique les dis-
tributions.

10



5.4 Propriétés
E'oposition
commutativité ST =T xS
distributivité S * (a171 + A2Ts) = a1.5 * T1 + a2S * Ts

associativité Siles 3 produits ST ,R*.S ,R*T existent alors : R S T existe
et (R«S)«T=Rx(S*T)=(RxT)xS

Convolution par 6,4,
E'oposition
e T'x0 =T, 0 est I'élément neutre du produit de convolution.
o T'xb,="1T,
e Pour R=S*T,R,=85,«T=5x%T,
o Tx5F) =1k
e Pour R=S+«T,R=S5+«T=T %8

Remarque: On a ausi d, * & = dqpp

5.5 Continuité

Proposition
Soit (7},) une suite de distribution de D’ tel que T;, — T € D leurs support étant
contenu dans un méme ensemble borné , et que Vn € N, S x T, existe. Alors :

S«T, — ST

Démonstration: utilise la régularisation de distribution.

5.6 Algebre de convolution

Définition

Une algebre de convolution est un espace vectoriel de distribution contenant § et sur
lequel on peux définir le produit de convolution d’un nombre fini de distribution.

Exemple:
e Distribution & support borné :£’

. . . N P Ty
e Distribution a support borné a gauche D,
e Distribution & support borné & droite :D"

Les algebre de convolution permettent de résoudre des équations du type A « X = B (¢f TD. Sous
réserve d’éxistence on note A* I'unique inverse du produit de convolution de A : A x AT =6

11



6 Transformée de Fourrier (TF)

Couramment utilisé en physique I'idée est d’étendre la TF des fonctions aux distributions.

6.1 TF des fonctions

—‘ Définition

Soit f : R — K sous réserve d’existence :

+oo

TF(f) = fw) 2 [ e

—00

Proposition
] La TF existe et alors :
e fecll=fey
o fel?= feL?
e f € D (support borné) = f ¢ D’ pas & support borné.

6.2 Espace de Schwarz

—‘ Définition

On note S I'ensemble des fonction ¢ € C*°(R, K) décroissante en +oo ainsi que leurs
dérivées, plus vite que n’importe quelle puissance entiere positive de \%I :

vl € N,Vk € N, 2/ (z) bornée et sommable

Remarque: OnaD C S }
On démontre que si ¢ € S Alors TF () existe et ¢ € S.

Proposition

La transformée inverse est :

6.3 Convergence dans S

—‘ Définition

Une suite de fonction (¢), € S converge dans S si :

VieN,Vk e N, zlo® (z) &Y,

n

12



Proposition
La TF est :
- linéaire - continue de S — S

6.4 Distributions tempérées

—‘ Définition
On appelle distribution tempérée toute fonctionnelle linéaire, continue sur S :

J §—K
’ gpr—><T,90>:T(g0)

DcScé

Remarque: On a :{ g cs cp

6.5 TF des distributions tempérées

—‘ Définition
Soit T' € §',Vp € S on défini la TF de T par :
<TF[T),p >2< T,TF|p] >

Pour l'inversion :
<TFT], o >2< T, TF[g] >

Proposition

Si T est a support bornée :

TF[T) =< T(z),e 2™ >

Proposition

Soit T¢ € D’ ou f est une bonne fonction (L' , décroissante en linfini). T} est
réguliere et tempérée et : Ty = Ty

6.6 Propriétés
preuve en TD + poly

13



Proposition

o TF[T(ax)] = ﬁf (%)
TF[T(z - a)] = e >™T(v)
TF[e?™0 T (z)] = T(v — v)

o TFITW (2)] = (j2mv)*T(v)
TF
TF|

T(z)] = T(-v)
S+ T] = TF[S|TF|[T]

Exemple:

. TF[é(k)] = (j2nv)k
° [ ] —j27’l’l/a
° [ej2m/ox] — 1/0
o TF[1] =

7 Transformée de Laplace (TL)

7.1 TL des fonctions
—‘ Définition

Sous réserve d’existence :

+o0
TL[f(x)] =TF[f(x)e "] = / f(z)e™P*dx, ou p =0+ 27V

—00

La TL existe avec des conditions sur sigma :
Dans le cas général o €|0.min; Omaz[= B. Si f est a support borné a gauche (a droite) : alors B =|opin, +00]

7.2 TL des distributions

On considere les distributions bornée a gauche. (fonction causale) .
Soient T' € D' et og tq Vo > sigmag,e” 7"T(x) € S’ et 01 tq 09 < 01 < 0. On construit a € C*™ tq
alpha(x) = 1 si « € support de T . Alors :
e~ (1), ax)e " (TTIVTTIZVE 5 — < (), ()P >
cs’ €S

schéma
On peux faire de méme avec B(z) et : < T'(x), (a(x) — B(z))eP* >= 0. Le résultat est indépendant de «.

—‘ Définition

VT € D!,

TL[T] =< T(z),e P >=T(p)

avec p = o + j27v et Re(p) = 0 > 0¢ 09 = inf{o|e™7*T(z) € S’}

Remarque: 7 € C® si o > oy
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7.3 Propriété
cf TD + slide

7.4 Application
e Resolution EDL , (*)

e calcul symbolique
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